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1. 

Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller 
algebraischen Oberflächen. 

(Von Herrn Professor H. Grafstuann, Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin.) 



3lacbdeni ich in einer Reihe von Aufsätzen die lineale Erzeogbftr- 
keit der algebraischen Curven in der Ebene nachgewiesen habe, will ich das 
Gleiche nun auch fOr die algebraischen Oberflächen ihun. Unter Itneater 
Construclion im Räume verstehe ich die Verbindung dreier Pnnete durch 
eine Ebene, und jede hierauf zurQckföhrbare Construction; und ZAvar gleich 
viel, ob die 3 Pnnete alle 3 in endlicher Entfernung liegen, oder beliebige 
davon in unendlicher Entfernung sich befinden. Hierin ist schon eingeschlossen 
die Verbindung zweier Puncle n und b durch eine Gerade. Denn legt man 
durch a und b eine beliebige Ebene und nimmt aufserhalb derselben einen 
beliebigen Punct c an, so ist der Durchschnitt jener Ebene und der Ebene abc 
die gesuchte Gerade. Der Bequemlichkeit wegen werde ich Puncto, gerade 
Linien und Ebenen, mit dem gemeinschafklichen Namen Elemente bezeichnen. 
Der zu erweisende Satz über die Erzeugung der algebraischen Oberflächen 
läfst sich dann in folgender Form aussprechen: 

„Wenn die Lage eines Punct es x (oder einer Ebene) im Räume da* 

durch beschränkt ist, dafs zwei gerade Linien, welche durch lineale Con- 

structionen aus x und einer Reihe fester Elemente hervorgehen, in 

derselben Ebene liegen sollen: so ist der Ort von x eine algebraische 

Oberfläche; und zwar ist sie ein Gebilde nten Grades, wenn bei jenen 

Constructionen x im Ganzen nmal angewendet ist. Umgekehrt l&fst sich 

jede algebraische Oberfläche auf die angegebene Weise erzeugen.'* 

Nämlich zur Construction von x selbst ist x eben einmal angewandt, 

zur Construction der festen Elemente Ar^nmal. Wenn ferner x zur Con-^ 

slructiun zweier Elemente beziehlich amal und bmal angewandt ist, so ist es 

zur Construction der Verbindungs- Linie oder -Ebene, oder des Durchschnitts 

beider, (a4-^)ii)al augewandt. Um den Begriff des Gebildes nten Grades 

scharf zu fassen, will ich diejenige Coordinatenbestimmung zu Grunde legen, 

welche durch die Symmetrie ihrer Formeln und durch die Allgemeing&liigkeit 
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2 /. Grafsmann, über die lineale Erzeugung algebraischer Oberflächen. 

ihrer Resultate vor jeder andern den Vorzug bat. Nämlich wenn ar^, x^^ x^^ x^ 
vier veränderliche Gröfsen sind, die jedoch nicht alle gleichzeitig Null sein dOrfen, 

jt* 'tt jt 

und -^, ^, — ^ die rechtwinkligen oder schiefwinkligen Coordinaten eines 

Pnncles x sind, so werde ich or^j, Xi^ x,, x^ die vier CoQrdinaten des Puncts 
X nennen. Durch ihre Verhältnisse ist die Lage des Puncts x bestimmt. Unter 
einem Punct-Gebilde nten Grades verstehe ich nun die Gesammtheit der Puncte, 
deren 4 Coordinaten einer in Bezug auf sie homogenen Gleichung nten Grades 
genägen. Hieraus geht dann der BegriiF des Ebenengebildes nten Grades 
durch Reciprocität hervor; und danach wird das Verständnifs des obigen Satzes 
keine Schwierigkeit haben. Noch füge ich hinzu, dafs man statt der Bedin- 
gung zweier in derselben Ebene liegenden Geraden, auch die Bedingung, dafs 
4 Puncto in derselben Ebene liegen (oder 4 Ebenen durch denselben Punct 
gehen) sollen, hätte setzen können, indem mit der einen dieser Bedingungen 
auch jedesmal die andere erfQllt ist. 

Den Beweis des obigen Satzes, welcher in meiner Ausdehnungslehre 
(§. 145) aus den Principien der geometrischen Analyse sich unmittelbar ergab, 
will ich hier auf die gewöhnliche Analyse gründen. 

Die Gleichung der Ebene ist bekanntlich: 

(1.) «0^0 + «1^-1+ «2^2 + «3a?3 = 0. 

Dieselbe drückt aus, dafs der Punct, dessen 4 Coordinaten x^^ Xi, ar^, x^ 
sind, in einer festen Ebene liegt. Ich will au, «i, «2, a, die Coordinaten 
dieser Elbene nennen. Dann drückt also die Gleichung (1.) aus, dafs der 
Punct X, dessen Coordinaten j:^0 9 ^i^ ^7^ ^3 siod^ iQ einer Ebene liegt, deren 
Coordinaten cr^, rx^, a^, a^ sind. Sollen daher 4 Puncto a^ h, c, d, deren 
Coordinaten die Indices 0, 1, 2, 3 markiren mögen, in einer und derselben 
Ebene liegen, so erhält man, wenn «(,, «i, O}, a^ die Coordinaten dieser 
Ebene sind, die 4 Gleichungen: 

c)eoaü4 ai<»i + «2«2 + «3^3 = 0, 

«0*ü+«l*i+«2*2 + «3*3 = 0, 

Oül^-j-^l^l'f ^2^2-i-«3^3 = 0, 

«üöü+«iöi + «2Ö2-]-a3Ö3 = 0- 

Diese Gleichungen können zusammen nur bestehen, wenn ihre Deler-- 
minante Null ist ; d. h. setzt man 
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die BediDgungsgleicbang dafOr, dafs die 4 Pancte a^ b, c, d in einer Ebene liegen. 
Vermöge der Reciprocilfit zwischen Panct und Ebene drfickt dieselbe 
Gleichung auch die Bedingung aus, dafs 4 Ebenen, deren Coordinaten a^^ ..a^^ 
6o, ... 63, n. s. w. sind, durch einen Punct gehen. Da die Function J in 
Bezug auf die Coordinaten eines jeden der 4 Puncto, z. B. in Bezug auf 
du, dl, ^2, da, homogen und vom ersten Grade ist, so kann man statt ^=Oancb 

schreiben. 

Setzt man hier den Punct d innerhalb der Ebene abc variabel, d. h. setzt 
man seine Coordinaten du^ di, d2^ dz variabel, jedoch so, dafs sie der zuletzt 
aufgestellten Gleichung genflgen, so folgt, dafs die Coordinaten der Ebene abc, 
nach der oben aufgestellten Definition, 

{dJ dJ fij dJ 

dd,' Hd,' dd^' rfö.' 
d.h. 

JS±aib2Cz^ 2±a^bzC2^ 2±a^^biCz^ 2±a^b2C^ 

sind. Dieselben Ausdrucke sind zugleich die Coordinaten des Durchschnitts- 
pnncts dreier Ebenen, deren Coordinaten a^...az^ 6o---^3 9 ^u«-*^3 sind. 

Es seien endlich die Coordinaten zweier Puncto a und b und einer 
Ebene ^ gegeben, nämlich iio...a3, Ao---^3 9 /o*-«/'3*9 ^"^ ^^ seien die 
Coordinaten Xo ... 0^3 des Durchschnitlspuncts x der Geraden 116 und der 
Ebene y gesucht. Wenn x in der Geraden ab liegen soll, so lassen sich die 
Coordinaten von x in der Form 

möü-j-nJo9 wiiii-j-«*i9 iwa2-|-w*2 9 ma3-|- 11Ä3 
darstellen, wo m und n beliebige Zahlgröfsen sind. Und umgekehrt, wenn 
sich die Coordinaten von x in dieser Form darstellen lassen, so liegt x in ah. 
Es folgt Dies unmittelbar daraus, dafs die Parallelprojectionen von Theilen 
derselben Linie sich wie diese Theile verhallen. Die Bedingung , dafs x \ü y 

1» 
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liegt, wird durch die Gleichung 

^0/0+^1/1 + ^2^2 + ^3/3 = 
ausgedrQckl. Setzt man bierin statt a*,, . . • ^3 ihre obigen Werthe, so ergiebt sich 

»»K/0 + öl/i + «2/2+Ö3/3] + W[*o/o+*i/i + *2/2+*3/s] = 0; 

und setzt man das hieraus entspringende Verbältnifs von m zu n in die obigen 
Ausdrücke der Coordinaten, so erhält man: 

\p = fhYK,\a^ri\a^ri-\-^zyz^ q = *../ü + *i/i + *2/2 + *3/3- 
Diese Ausdrflcke stellen also die Coordinalen des Durchschnittspuncts x 
einer Ebene dar, deren Coordinaten /o? ••« /s sind, und einer Geraden, 
welche durch zwei Puncto geht, deren Coordinaten Hu, ... a^ und 609 • • • 63 
sind. Vermöge der Reciprocitftt zwischen Punct und Ebene stellen dieselben 
'Ausdrücke auch die Coordinaten einer Ebene dar, welche durch einen Punct 
mit den Coordinaten ^09 ••• /3 und durch die Durchschnitlslinie zweier Ebenen 
mit den Coordinaten ^, ... a^ und ^u, ... 63 gelegt ist. 

Hiermit haben wir nun die sfimmtlichen Formeln beisammen , welche 
zum Beweise des Satzes hinreichen. Fragt man nftmlich nach der Art, wie 
vermöge linealer Constructionen ans einer Reihe von Elementen neue Elemente 
hervorgehen können, so ist Dies, wenn wir Alles auseinander legen, nur auf 
eine der folgenden 6 Arten möglich: ^Erstlich; aus 3 Puncten kann ihre Yer- 
bindungs-Ebene hervorgehen, und zweitens reciprok aus 3 Ebenen ihr Durch- 
schnittspunct. Ferner kann drittens aus zwei Puncten ihre Verbindungslinie und 
viertens reciprok aus zwei Ebenen ihre Durchschnittslinie; endlich fiinflens 
aus einem Puncto und einer Geraden ihre Verbindnngs- Ebene und sechstens 
reciprok aus einer Ebene und einer Geraden ihr Durchschnittspunct hervor- 
gehen. Die letzten vier Arten lassen sich noch weiter reduciren. In der 
That kann die durch die dritte Erzeugungs-Art hervorgehende Gerade bei den 
folgenden Constructionen entweder gar nicht wieder vorkommen, in welchem 
Falle das Verbinden jener Puncto ganz unterbleiben kann^, oder sie tritt mit 
einem dritten Puncto in Verbindung; in welchem Falle man die Verbindungs- 
Ebene dreier Puncto, also die erste Erzeugungs-Arl erhält ; oder endlich, sie 
tritt mit einer Ebene in Verbindung. Hierauf aber läfst sich die sechste Er- 
zeugungs-Arl gleichfalls zurückführen; denn die Gerade, mit welcher hier die 
Ebene in Verbindung tritt, kann entweder als Durchschnitt zweier Ebenen 
entstanden sein, in welchem Falle man den Durchschnitt dreier Ebenen, also 
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die zweite Erzeagungs-^Arl bekommt: oder sie kann als Verbindiingslinie 
zweier Puncte entstanden sein; was auf denselben Fall zurOckführt, wie die 
dritte Erzeugungs-Art. Wenn man die der dritten und sechsten reciproken 
Erzeugungs- Arten, nämlich die vierte und fflnfte, eben so reducirt, so folgt, 
dafs die folgenden 4 Erzeugungs-Arten übrig bleiben: Erstlich die Verbindung 
dreier Puncle; zweitens der Durchschnitt dreier Ebenen; drittens der Ducch- 
schnitt einer Ebene mit der Verbindungslinie zweier Puncte, und piertens 
die Verbindung eines Puncts mit der Ourchschnittslinie zweier Ebenen. Es 
fahren also alle linealen Erzeugungen neuer Elemente auf die Formeln 
(3. und 4.) zurück. 

Sind nun in Bezug auf die Coordinalen ar^j, ar^y X2^ x^ eines Puncts x 
(oder einer Ebene) die Coordinaten von a, b, c homogen und beziehlich 
von den Graden a, S, c, so zeigt die Formel (3.), dafs auch die Coordinaten 
des aus a, b, c durch Verbindung d^r Puncte, oder als Durchschnitt der Ebenen 
hervorgehenden Elements homogen sind; und zwar vom Grade a-j-b-j-c. Das- 
selbe ergiebt sich aus der Formel (4.) für das aus a, b, y hervorgehende 
Element. Also werden die Coordinaten eines lineal erzeugten Elements in 
Bezug auf die Coordinaten des veränderlichen Elements x stets homogen und 
zwar vom nten Grade sein, wenn bei der Erzeugung x im Ganzen itmal 
angewandt ist. Endlich zeigt die Formel (2.), welche ausdrückt, dafs die 
4 Puncte a, by Cy d in einer Ebene liegen, dafs, wenn die Coordinaten von 
üji bj c, d homogen und beziehlich von den Graden a, b, c, b sind, die her- 
vorgehende Gleichung vom (a-f b-f ^4"*)'^'^ Grade ist, also vom wten, wenn 
bei den linealen Constructionen der Puncle a, b, c, d das variable Element x 
im Ganzen itmal angewandt ist. 

Es bleibt demnach nur noch der umgekehrte Satz zu beweisen, nämlich 
dafs sich jede algebraische Oberfläche auf die bezeichnete Weise erzeugen 
läfst. Der Beweis ist genau dem für die Curven analog (siehe dieses Joum. 
Bd. 42. S. 187). Nämlich es wird sich die Gleichung jeder algebraischen 
Oberfläche in der Form 

nx,y,z) = 

darstellen lassen, wo f{Xy y^ z) eine ganze rationale Function der rechtwink- 
ligen, oder schiefwinkligen Coordinaten x, y, z des die Oberfläche erzeu- 
genden Puncts (der sie umhüllenden Ebene) ist. Diese Function, da sie eine 
ganze rationale ist, gehl aus x, y, z und den Constanten durch Addition u^d 
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Hultiplication hervor. Also kommt es nur darauf an, die Addition und Hol- 
tiplication zweier Zablgröfsen durch lineale Construclion darzustellen. 

Zu dem Ende nehme man irgend eine aus dem Anfangspunct o der 
Coordinaten gezogene gerade Linie und auf ihr irgend ein Maafs od zu Hfllfe, 
und nehme an, es sei jede Constanle der Function durch einen Punct dieser 
Geraden in der Art dargestellt, dafs die Entfernung dieses Puncts vom An- 
fangspunct o, gemessen durch das Maafs od, jener Constanten gleich sei. 
Eben so übertrage man die Coordinaten des construirlbnden Punctes p auf 
dieselbe Linie und dasselbe Maafs 08} und zwar mittels linealer Construction. 

Man lege nämlich durch p eine Ebene, welche mit zweien der Coor- 
dinaten-Axen parallel ist, und nenne den Punct in welchem diese Ebene die 
Gerade 08 schneidet, a, und den Punct, worin sie die dritte Axe, die wir 
als die xAxe setzen, schneidet, a\ Dann ist oa' die zu der xAxe gehörige 
Coordinate. Diese soll in die Function als Zahlgröfse eingehen. Sie mufs 
also durch irgend ein Maafs gemessen sein. Es sei die entsprechende Coor- 
dinate des Punctes d dieses Maafs ; d. h. wenn man durch 8 die Ebene parallel 
mit den beiden andern Axen legt und den Punct, in welchem diese Ebene die 
j?Axe schneidet, 8' nennt, so soll 08' 'las Maafs sein, mit welchem alle der 

x.Axe zugehörigen Coordinaten gemessen sind, aIsox = — ^- Aber vermöge 
des Parallelismus der Ebenen ist *^ = '^* ^'^o erhält man, unter den ge- 
machten Voraussetzungen, für irgend eine beliebige Coordinate (x) eines 
Puncts p, den Punct a \n 08, durch welchen sie dargestellt wird, als den 
Durchschnittspunct von 08 mit einer durch p gelegten, den beiden apdern 

Axen parallelen Ebene; so nämlich, dafs ;r = -^ ist. Auf diese Weise sind 

nun alle in der Function vorkommenden Zablgröfsen durch Puncte der Linie od 
dargestellt, und es kommt nur darauf an, auch die Summe des Products zweier 
solcher Gröfsen auf gleiche Weise, und zwar mittels linealer Constructionen 
darzustellen, d. h. wenn f und ff zwei solche Puncto sind, und h der gesuchte, 
so soll im ersten Falle A so bestimmt werden, dafs 

nnd im zweiten Falle so, dafs 
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oder 

od :of =: og : oh 

sei. Aus der Elementargeometrie weifs man, wie in beiden Fällen der Pnncl k 
durch parallele Linien oder Ebenen, also dorch lineale Constractionen erfolgt. 
(S. dieses Journ. Bd. 42. S. 187.) Also löfst sich allgemein f{x, y, z) ans dem 
die Oberfläche erzeugenden Puncto durch lineale Consiruclionen als ein Punct 
der Linie od darstellen. Es erfolgt dieser Punct als Durchschnitt der Ge- 
raden od mit einer lineal construirten Ebene. Soll nun f{x,y,z) Null sein, 
so mufs jener Punct in fallen, d. h. diese lineal construirte Ebene mufs 
durch gehen , d. h. es findet die in dem Hauptsatze ausgesprochene Bedin- 
gung Stalle dafs ein Punct in einer lineal construirten Ebene liegt. Also ist 
die Oberfläche, deren Gleichung f{x^y,Z)=^Q war, durch die in dem Haupt- 
salze angegebene Gonstruclion erzeugbar. W. z. b. w. 

In Bezug auf den letzten Theil des Satzes ist noch eine erläulernde 
Bemerkung hinzuzufügen. Nämlich, aus der Art, wie oben aus den Puncten 
f und g der Punct h durch lineale Gonsiruction erfolgte, ergiebt sich, dafs, 
sowohl wenn h die Summe, als auch wenn es das Product der durch die 
Puncto f und g ausgedrOcklen Zahlen darstellt, jedesmal sowohl f als g bei 
diesen Consiruclionen einmal angewandt wird. Ist also zur Construction von 
f und g der veränderliche Punct p , beziehlich, f und ^mal angewandt, so 
ist p zur Gonstruclion von h im Ganzen {f' '\'g*)m9\ angewandt. Daraus ist 
klar, dafs jedes Glied der Function z. B. x^y"^ s" durch einen Punct dargestellt 
wird, bei dessen linealer Gonstruclion der veränderliche Punct p so oft an- 
gewandt ist, als der Grad dieses Gliedes beträgt, also- hier (/-(-in-t-^)inal. 
Hat man nun eine ganze rationale Function itten Grades f{x,y,z\ und ist 9 

der durch sie dargestellte Punct, also -^ = A^^y^^)9 ^^^ construirt man 

zuerst die Puncto, durch welche die einzelnen Glieder der Function darge- 
stellt werden, und darauf den Punct s, durch welchen ihre Summe darge- 
stellt ist: so ist klar, dafs nach der angegebenen Methode, bei der linealen 
Construction von s, der Punct // im Ganzen {n'\-tn)m2X angewandt ist, wenn 
n-j-m die Summe der Grade aller Glieder ist. Nach dieser Construction 
mfifsle daher die durch die Gleichung fi^x^ y^z) = dargestellte Oberfläche 
von (n-f#o)t^r Ordnung sein, da sie doch, nach der urspr Anglichen Gleichung, 
nur von ntei: Ordnung ist. Dieser Widerspruch löset sich indefs sogleich, 
wenn man die obige Methode nur in ihrer ganzen Strenge anwendet. Nämlich, 
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um die Coordinaten jenes Punctes s zu finden, welcher durch (n -|- m) malige 
Anwendung des Puncts p lineal construirt wurde, hatten wir vier Coordinaten 
angewandt; wir fügen daher zu x, y, z noch die vierte Coordinate u hinzu, 
und nehmen an, dafs für ti = l die neuen Werthe der Coordinaten mit den 
alten identisch sind. Dann sind nach der obigen Beweisführung die Coor- 

OS 

dinalen von 09, also auch -^, homogene Functionen (n4-^)ten Grades von 
u, X, y, z: aber für ti=l ist -3- = fi^t^^y^z)^ also eine Function nten 
Grades, mithin mufs -^ nothwendig die Form 

^ = u-F„{u,x,y,z) 

haben, wo F^ eine homogene Function fiten Grades ist, die für u = \ in 
f{x, y, z) übergeht. Die durch Construclion hervorgehende Oberfläche hat 
also die Gleichung 

und die ursprüngliche Gleichung war f(x,yjZ) oder 

F{u,x,y,z) = 0. 

Die erstere Oberfläche zerfällt in m Ebenen, welche durch die Gleichung 
11 = dargestellt sind, d. fa. in m unendlich entfernte Ebenen, und in die 
Oberfläche itter Ordnung, welche durch die letzte Gleichung dargestellt ist. 

In vielen Fällen läfst sich die lineale Construclion, durch welche die 
Functioa f{x,y,z) erfolgt, so reduciren, dafs der Punct /^ bei derselben im 
Ganzen nicht so oft angewandt wird, als die Summe aller Grade der einzelnen 
Glieder beträgt. Aber im Allgemeinen ist eine solche Reduction nicht durch- 
führbar. Ein Fall, wo die Reduction am leichtesten ausführbar ist, ist der 

einer Function ersten Grades. In der That stellt —4-4^4-^= 1 eine Ebene 

a ^ ' b ^ c 

dar, welche durch die Puncte x,y,z^=^a,o,o; o,S,o; o,<^,c gehl. Diese 

Ebene ist lineal ans den Constanten a, h, c oonslruirbar. Sind nun x, y, z 

die Coordinaten eines Punctes p, nnd man legt durch p eine Ebene, welche 

mit der so eben construirten parallel ist, und weiche die Linie od in q 

schneidet, so ist 

iLj-il4.£. — 21 
a ^ b'^ c 4ßd' 
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d. h. jene Function ersten Grades wird durch einen Ponct dargestellt, bei 
dessen Constraction der veränderliche Punct p nur einmal angewandt ist. 

Einen Fall, wo die vollständige Reduclion nicht ausfahrbar ist, bietet 
z. B. die Gleichung 

x' — f — z' = 1 

dar. Diese Gleichung stellt ein zweischalige» Hyperboloid vor, und ein solches 
gehört zu denjenigen Oberflächen zweiter Ordnung, auf welchen sich keine 
gerade Linien ziehen lassen. Nun werde ich später zeigen, dafs die linealen 
Constructionen, bei denen der veränderliche Punct zweimal angewandt wird, 
stets nur solche Oberflächen zweiter Ordnung liefern, auf denen* sich gerade 
Linien ziehen lassen. Also ist die obige Gleichung nicht durch eine solche 
Construction darstellbar. Hingegen kann man sie in 

(^+r)(^— r)— «' = 1 

verwandeln; aus welcher Form sich sogleich ergiebt, dafs sich die Fläche 
durch eine lineale Construction darstellen läfst, bei welcher der veränderliche 
Punct 4 mal angewandt wird; und die durch diese Construction erzeugte Ober- 
fläche 4ter Ordnung zerfällt dann in die zu erzeugende Oberfläche 2ter Ord- 
nung und in 2 unendlich entfernte Ebenen. Dasselbe gilt f&r alle Oberflächen 
zweiter Ordnung, auf denen sich keine gerade Linien ziehen lassen; denn 
alle diese Oberflächen lassen sich mit dem durch die obige Gleichung darge- 
stellten' zweischaligen Hyperboloid collinear setzen. 

Diese beiden Beispiele mögen genflgen, um die eigenthQmliche Bezie- 
hung zwischen dem Salze und seiner Umkehrung zu veranschaulichen. 

Stettin, im Juli 1852. 
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2. 

Grundsätze der stereometrischen Multiplication. 

( Von dem H[errn Professor H. Grafsmanu, Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin.) 



Im 31ten und 42ten Bande dieses Journals habe ich cfie Principien 
der planimelrufchfn Multiplication entwickelt, deren Eigenthümlichkeit darin 
bestand, dafs jede einfache planimetrische Construclion durch eine eben so 
einfache Productformel dargestellt wurde. Ich werde hier das Gleiche fOr 
Aea^Raum versuchen. 

s. 1. 

Erklärungen und Bezeichnungen. 

Im Räume kommen drei Gattungen von Elementen vor: Puncte, 
gerade Linien, und Ebenen, welche ich beziehtich Elemente erster, zweiler 
und dritter Stufe nennen werde, und von denen ich die ersten beiden 
Gattungen, wie bisher, mit lateinischen Buchstaben, und zwar die Puncte mit 
kleinen, die geraden Linien mit grofsen bezeichnen werde, während zur Be- 
zeichnung der Ebenen die kleinen griechischen Buchstaben dienen sollen. Der 
Buchstab n indessen soll nie einen Punct, sondern, wie gewöhnlich, eine Zahl 
bezeichnen. Zur Definition der stereometrischen Multiplication genflgt es, das 
Product von je zwei jener 3 Gattungen von Elementen zu definiren. Dies 
giebt, da ich die Pactoren vertauschbar setze, 6 Definitionen. Doch sind 
flberall zwei FsUe zu unterscheiden; je nachdem die beiden Elemente ver- 
einigt liegen, oder nicht. Ich sage nfimlich, dafs zwei Elemente vereinigt 
liegen, wenn sie mehr Puncte gemein haben, als vermöge ihrer Lage im 
Räume nothwendig ist, d. h. ich sage, ein Punct liege mit einem Puncte, einer 
Geraden, einer Ebene vereinigt, eine Gerade mit einer Ebene, eine Ebei>e 
mit einer Ebene, wenn jedesmal das erstere Element in dem letzteren liegt; 
und eine Gerade liege mit einer Geraden vereinigt, wenn sie sich schneiden 
(gleich viel, ob im Endlichen oder Unendlichen). 

Wenn nun zwei Elemente vereinigt liegen, so setze ich ihr stereome- 
trisches Product Null ; wobei ich voraussetze, dafs Null, mit jeder Gröfse mul- 
tiplicirt, wieder Null giebt. Namentlich bedeutet 
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1) a&ssO oder a^b \a congruent V]^ 
dafs die Puncte a und b zasammenfallen; 

2) Ab = oder M = 0, 

dafs der Punct b in der Geraden A liegt; 

3) 0/9 = oder a^ß [a congruenl /9J, 
dafs die Ebenen a und ß zasammenfallen; 

4) Aß^O oder ßA = 0, 

dafs die Gerade A in der Ebene ß liegt; 

5) AB = 0, 

dafs sich die Geraden A und schneiden; 

6) ab=0 oder *a = 0, 

dafs der Punct b in der Ebene a liegt. 

Wenn die Elemente nicht vereinigt liegen, so bedeutet 

1) ah die durch a und b gelegte Gerade; 

2) Ab oder bA die durch A und ft gelegte Ebene; 

3) aß die DurchschnitYslinie beider Ebenen; 

4) Aß oder /?J den Durchscbnittspunct der Geraden A und der Ebene ß; 

5) AB 

6) «6 oder &a{ 

eine Gröfse, weiche die Eigenschaft hat, irgend einem Elemente als Factor 
beigefügt, die Lage desselben unverändert zu lassen. Ich werde zwei auf- 
einander fallende Elemente, (die Linien und Ebenen immer als unendlich 
angenommen) , einander congruent nennen und die Gongruenz durch ^ be- 
zefchnen. Eben so werde ich zwei Elemente nullter Stufe jederzeit einander 
congruent nennen. *) Wenn also nun z. B. n eine Gröfse nullter Stufe und r 
ein beliebiges Element ist, so wQrde 

nr = r 
sein. 

Von den 6 Pcoducten stellen die zwei ersten das Verbindungs-Eiement 
(die Verbindungsgerade, Verbindungs- Ebene) der beiden Factoren dar, die 
beiden folgenden das Durchschnitts-Element (Durcbschnittslinie, Durchschnitts- 



> ein Element nullter Stufe, d. h. 



*) Da die Zahlen gleichfalls Gröfsen nullter Stufe sind, so würden hiernach alle 
Zahlen congment sein; was mit dem Gau/Vischen Begriff der Congnienz in Widerspruch 
zu stehen scheint. Allein nimmt man den Modul unendlich klein an, was der geome- 
trischen AufTassung entspricht, so werden in der That alle Zahlgröfsen congruent. 

2» 
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poDCt), wahrend die 2 letzten kein besonderes rfiumlicbes Element mehr dar- 
stellen. Von den 6 Definitionen sind (1 und 3), und eben so (2 und 4)^ ein- 
ander reciprok, d. h. aus der einen geht die andere hervor, wenn man die 
Begriffe Punct und Ebene, Verbinden und Durchschneiden vertauscht. 

Es können nun die Producle, da sie wieder Elemente sind, aufs neue 
mit andern Elementen oder Producten multiplicirt und dadurch Producle mit 
mehreren Factoren gebildet werden. In diesem Falle lasse ich die Klammern 
weg, wenn die Mulliplication von der Linken zur Rechten fortschreiten soll; 
d. h. wenn A^ B^ r beliebige Elemente sind, so ist ABr gleichbedeutend mit 

(AB)r, oder 

ABr = (AB)r. 

§. 2. 

Stufe der stereometrischen Produete. 

Man sieht bald aus den Definitionen, dafs die Stufe des Products bei 
den beiden ersten Definitionen eben so grofs ist, als die Summe der Stufen- 
zahlen beider Factoren; bei den folgenden Definitionen aber um 4 kleiner. 
In allen Fallen lassen also jene Stufe und diese Summe, durch 4 dividirt, den- 
selben Rest, d. h. sie sind congruent in Bezug auf den Modul 4. Daraus 
folgt nachstehender Satz: 

^Die Stufenzahl eines beliebigen stereometrischen Products ist der 
Summe der Stufenzahlen sämmtlicher Factoren congruent, in Bezug auf 
den Modul 4; oder jene Stufenzahl ist gleich dem kleinsten positiven 
Reste (Null eingerechnet), den man erb Alt, wenn man die Stufenzahlen 
sAmmtlicher Factoren addirt und diese Summe durch 4 dividirt.'' 

§. 3. 

Produete mehrerer Puncte oder Ebenen. 

Aus den Definitionen (1 und 2) folgt: 
j^Dafs das Product abc oAev a{bc) Null ist, wenn die 3 Puncte a, b, c 
in gerader Linie liegen, und dafs, wenn Dies nicht der Fall, jenes Product 
der durch a, b, c gelegten' Ebene congruent ist;'' 
und reciprok folgt aus den Definitionen (3 und 4) : 

^Dafs das Product aßy oder ct{ß/) Null ist, wenn die 3 Ebenen a, ß, y 
eine und dieselbe gerade Linie gemein haben, und dafs, wenn Dies nicht 
der Fall, jenes Product dem Durchschnittspuncle der 3 Ebenen a, ß, y 
congruent ist." 
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Ferner folgt aus den Definitionen (5 und 6): 

^Dafs das Prodoct ahcd oder a{bcd) oder ab {cd) Null ist, wenn die 

4 Puncto a, b, c, d in einer Ebene liegen ;"" 
und eben so , reciprok : 

^Dafs das Prodoct aßy^ oder 0L{ßyd) oder ctß^yd) Null ist, wenn die 

4 Ebenen a, ß, y, J durch einen und denselben Punct geben ;'^ 
und: 

^Dafs, wenn Dies nicht der Fall ist, alle diese Producte Ausdrflcke nullter 

Stufe darstellen/' 

§. 4. 

Vertauschung und Vereinigung der Factoren. 

Die Definitionen (§. 1.) lehren unmittelbar: 
^Dafs man die beiden Factoren eines stereometrischen Products vertäu* 
sehen und einen Factor nullter Stufe in einem stereometrischen Prodüct 
beliebig stellen, oder mit andern Factoren vereinigen kann, ohne den 
geometrischen Sinn des Products zu Andern/' 
Eben so ergiebt sich aus (§. 3.) sogleich: 

^Dafs man in Producten von 2 bis 4 Puncten oder Ebenen die Factoren 
beliebig verlauschen und vereinigen (mit Klammern umscbliefsen) kann/' 
Es werde jetzt ein beliebiges Product von 3 Factoren belraehtet, in 
welchem das Product zweier dieser Factoren mit dem dritten Factor nulti- 
plicirt ist, und es werde die Vertauscbbarkeit und Vereinbarkeit der Factoren 
untersucht. Zuerst leuchtet aus dem so eben aufgestellten Satze hervor: 
^Dafs man drei Factoren, deren Stufenzablen zusammen kleiner als 5, oder 
gröfser als 7 sind, beliebig mit einander vertauschen und vereinigen darf." 
Denn in diesem Falle läfst sich das Product stets als ein Product von 3 oder 
4 Puncten oder Ebenen darstellen. Z. B. das Product aBd , da die Gerade 
ein Product zwerer Puncto, etwa b und c ist, Isfst sich in der Form a{bc)d 
^abcö darstellen. 

Um auch in den flbrigen Fällen (wo die Stufenzablen zusammen 5, 6 
oder 7 betragen und keine gleich 4 ist), darOber urtheilen zu können, gehen 
wir auf die Definitionen (1 — 4) zurück. Nach der Definition (3) ist das 
Product der beiden Ebenen abc und dab Null, wenn a, b, c, 8 in einer Ebene 
liegen, d. h. wenn abcd Null ist. Ist hingegen Dies nicht der Fall, so ist das' 
Product gleich der Durchschnittskante ab beider Ebenen. Beides wird nach 
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der 6ten Definition darch das Product ahcd.ah aasgedrflckt , indem dasselbe 
NqII oder mit ab congruent ist, je nachdem abcd Null ist, oder nicht. Es 
ergiebt sich also die Congruenz 

(1.) abc{dab) ^ abcd. ab, 

welche die Definition (3.) vollkommen darstellt. Auf giejche Weise wird die 
vierte Definition durch die Formel 

(2.) abc(da) ^ abcd.a 

dargestellt. Es ist klar, dafs die Ordnung der Puncto innerhalb eines jeden 
dieser einzelnen Producte, da sie höchstens aus 4 Punctfactoren bestehen, 
gleichgültig ist, und dafs daher die Formeln (1. und 2.) nur aussagen, dafs 
man in den beiden dort angenommenen Fällen die 4 verschiedenen Factoren 
a, b, c, 8 zu einem Product vereinigen kann. Aus diesen beiden Formeln, 
und ihren reciproken, Ififst sich nun die Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der 
Factoren leicht beurtheilen. Man erhalt nfimlich aus der Formel (2.) sogleich: 

(3L) abcd.a ^ abc{da) ^ ab(c8ä) ^ a(bcda)^ 
und aus der Formel O*)? ^^^ ^^^^^ ^^^^ verbunden mit (2.): 

(4.) abcd. ab ^ abc(dab) ^ ab(cdab) ^ abc(da)b. 

Die 4 congruenten AusdrOcke in der Formel (3.) liefern, paarweise einander 
congruent gesetzt, 6 Formeln, und diese 6 Formeln geben unmittelbar das Gesetz 

(5.) ABF = A(Br), 

wenn. die Stufenzahlen A, B, F beziehlich 3, 1, 1, oder 2, 2, 1 ,*'t)der 1,3,1, 
oder 2,1,2, oder 1,2,2, oder 1,1,3 sind und dabei der letzte Factor mit 
dem ersten einen Punct (a) gemein hat. So z. B. giebt die erste Congruenz 
abcd.a ^ abc{da) die Formel (5.), wenn man abc ^ A, d ^ B, a ^T 
setzt u. s. w. Diese 6 Fälle lassen sich unter den gemeinsamen Ausdruck 
bringen, dafs jede der Stufenzahten kleiner als 4 und ihre Summe gleich 5 
ist. Wenn man unter den 4 congruenten Ausdrflcken in (4.) die ersten 3 zu- 
sammenpaart, und den zweiten mit dem vierten, so erhält man die Formel (5.) 
fflr den Fall dafs die Stufenzahlen beziehlich 3, 1, 2, oder 2, 2, 2, oder 
2, 1, 3, oder 3, 2, 1 sind und von den Elementen A und r das eine ganz 
in dem andern liegt. Durch ReciprocitSt (d. h. wenn man die dritte und erste 
Stufe vertauscht) erhält man hieraus die Formel (5.) noch für die Stufenzahlen 
1, 3, 2; 2, 3, 1 und 1, 2, 3. Diese 7 Fälle kann man unter den ge- 
meinsamen Ausdruck bringen, dafs jede der Stufenzahlen kFeiner als 4 und 
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ihre Summe gleich 6 ist. Endlich ergiebt sich durch Reciprocilfit, aus dem 
Falle wo die Summe der Stufenzahlen 5 ist, der, wo diese Summe 7 ist. 
Dabei verwandelt sich die Bedingung, dafs der erste und letzte Factor einen 
Punct gemeinschaftlich haben, in die Bedingung, dafs diese Factoren in der- 
selben Ebene liegen. 

Wir können, wie sich sogleich durch Vergleichung der Formeln (3) 
ergiebt, diese Bedingung in beiden Fällen auch so ausdrficken, dafs der erste 
und letzte Factor entweder Gerade in derselben Ebene sind, oder dafs der 
eine jener Factoren ganz in dem andern liegt. 

Vertauscht man in (5) links A und B, rechts A und BF, was nach 
dem ersten Satze dieses Faragraphs gestaltet ist, so erhAlt man die Formel 

(6.) BAF = BFA; 

welche also in demselben Umfange gilt wie (5). 

Diese Resultate lassen sich in den folgenden Satz zusammenfassen. 
^Die Ordnung in welcher man ein Element (B) mit zwei andern 
Elementen (A und F) vereinigt, oder fortschreitend multiplicirt, ist in 
folgenden 3 Fällen gleichgflltig fQr den geometrischen Werth des ge- 
sammten Products, d.h. es ist 

BAT = BFA und ABr = A(Br): 

1) Wenn die Summe der 3 Stufenzahlen kleiner als 5 oder gröfser 
als 7 ist; 

2) Wenn von jenen beiden Factoren (A und F) der eine ganz in dem 
andern liegt; 

3) Wenn jene beiden Factoren (A und F) Gerade in derselben Ebene 
sind und der andere Factor (B) ein Punct oder eine Ebene ist.'' 

Dieser Satz ist insofern erschöpfend, als es aufser den in demselben 
erwähnten Fällen keinen giebt, in welchem sich in einem nicht verschwin- 
denden klammerlosen Producte von 3 Factoren der zweite mit dem dritten 
vertauschen oder vereinigen liefse, ohne dafs sich der geometrische Werth 
des Products änderte. Der leicht zu führende Beweis dieser Behauptung bleibt 
dem Leser Oberlassen. 

Noch will ich den zweiten Theil dieses Fundamentalsatzes der stereo- 
metrischen Multiplication in Formeln kleiden, in denen schon die Bedingung 
mit aufgenommen ist, nämlich in 

ABFB = AB (FB) = A (FB)B. 
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Deno die Factoren AB und A, und eben so (rB) und B, haben die Eigen- 
schaft, dafs der eine derselben ganz in dem andern liegt: also ist die Be- 
dingung des Satzes erfüllt und die Vereinigung oder Vertauschung der Factoren 
dem Satze gemdfs gestaltet. 

Die erste dieser Congruenzen Idfst sich auf folgende Weise in Worte 
kleiden: Wenn in einem klammerlosen Product zwischen zwei congruenten 
t^actoren ein dritter Factor steht, so kann man diesen mit dem folgenden durch 
Klammern zusammenschliefsen. 



Besondere Umgestaltungen von Prodncten nullter Stufe. 

Die Froducte nullter Stufe, da sie, wie ich im folgenden Paragraph 
zeigen werde, alle algebraischen Oberflächen darzustellen vermögen, haben 
vor den andern Producten ein besonderes Interesse, und lassen eine Reihe 
von Umgestaltungen zu, die den andern Producten abgehen. Daher werde 
ich sie besonders ins Auge fassen. 

Jedes Product, also auch das Product nullter Stufe, besteht zunflchst 
aus 2 Factoren. Löset man nun einen dieser Factoren wieder in seine zwei 
Factoren auf, so erhAlt man 3 Factoren, deren Stufenzahlen, da das gesammte 
Produck von nullter Stufe sein soll, eine durch 4 theilbare Summe haben 
müssen. Da die einzelnen Stufenzahlen stets kleiner als 4 sind, so kann die 
Summe nur entweder Null sein (wenn alle 3 einzeln genommen Null sind), 
oder 4, oder 8; in allen 3 Fällen können nach dem vorigen Paragraph die 
3 Factoren beliebig vertauscht und vereinigt werden. Also: 

^Wenn ein Product nulller Stufe aus 3 Factoren besteht, so können 
^dieselben beliebig vertauscht und vereinigt werden.*' 

Der Sinn dieses Satzes ist der, dafs das Product, wenn es in dem 
einen Falle Null ist, auch jedesmal in dem andern Null sei. Hieraus folgt 
sogleich, dafs man in einem beliebig zusammengesetzten Product nullter Stufe 
jeden beliebigen Factor A auf die letzte Stelle bringen kann, ohne dafs er 
noch von einer Klammer umschlossen wird. Zu dem Ende hat man nur auf 
folgende Weise zu verfahren. Unter den beiden Factoren, aus denen das 
gesammte Product zunächst besteht, löse man denjenigen, welcher A enthält, in 
seine beiden Factoren auf; dann hat man 3 Factoren, welche man nach dem 
vorher aufgestellten Satze beliebig ordnen und vereinigen kann. Man stelle 
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null denjenigen derselben, welcher A entbsit, in die^ letzte Stelle und fasse 
die beiden andern 2U einem Producte susammen. Dies Verfahren, bei welchem 
jedesmal eine Klammer, die den Factor A noch amschliefst^ verschwindet, 
lAfst sich also so lange fortsetzen, bis A von keiner Klammer mehr um- 
schlossen wird; und dann ist A zugleich an den Scblofs gerflckt. Wendet 
man das Verfahren auf den ersten Factor (AJ eines fortschreitenden Products 
nuliter Stufe an, so erhalt man die Formel 

^1 ^2 • • • A. ■ A|| • • • A2 A| , 

und vertauscht man rechts Ax mit dem gesaromten vorhergehenden Factor, 
so erhalt man das Product 

d. h.: 

^Ein fortschreitendes Product nuliter Stufe darf man umkehren, oder 
es in zwei Theile sondern und den letzten umgekehrt in Klammem 
schliefsen.^^ 

Es werde endlich ein beliebig zusammengesetztes Product nuliter Stufe % 
betrachtet, welches noch einen Factor nuliter Stufe 9 enthalt. Es sei dies 
das Product, welches flbrig bleibt, wenn man in 91 den Factor 9 weglfiCrt 
und mit S bezeichnet; dann mufs S, wie leicht zu sehen, gleichfalls von nuliter 
Stufe sein; und da man, nach dem vorhergehenden Paragraph, einen Factor 
nuliter Stufe beliebig stellen und mit andern Factoren vereinigen, oder von 
ihnen trennen kenn , so kann man dann auch den* Factor S isolirt an den 
Anfang stellen und erhalt: 

Wenn nun O nicht Null ist, so folgt aus der Definition de? Gröfsen nuliter 
Stufe, 9@^(S. Daraus ergiebt sich, dafs H dann, und nur dann. Null ist, 
wenn entweder 9 oder S verschwindet. Also: ^Wenn ein Product nuliter 
Stufe noch einen Factor nulller Stufe enthalt, so kann man diesen als den 
einen Factor des gesammten Products setzen; und als den andern dasjenige 
Product, welches Qbrig bleibt, wenn man aus dem gesammten Product diesen 
Factor wegiflfst. In diesem Falle ist das gesammle Product dann, und nur 
dann. Null, wenn der eine oder der andere dieser Factoren Null ist.*^ 
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StereoRietrische Gleichungen algebraischer Oberflächen. 

Der Satz, welchen ich in der vorhergehenden Abhandlung Ober die 
lineate Erzeugung der algebraischen Oberflächen aurgestellt habe, lautete: 
^Wenn die Lage eines Puncts x (oder einer Ebene), im Räume, dadurch be- 
schränkt ist, dars zwei Gerade, welche durch lineale Construclionen aus x und 
einer Reihe fester Elemente hervorgehen, in derselben Ebene liegen sollen, 
so ist der Ort von x eine algebraische Oberfläche; und zwar ist sie ein Ge- 
bilde nten Grades, wenn bei den Construclionen x im Ganzen nmal ange- 
wandt wird. Umgekehrt läfst sich jede algebraische Oberfläche auf die an- 
gegebene Weise erzeugen.^' 

Es kommt darauf an, diesen Satz durch stereotnetrische Formeln dar- 
zustellen; wobei ich den reciproken Fall, dafs statt des Punctes x eine Ebene 
vorkommt, abergehe, da er sich durch Reciprocität stets von selbst ergiebt. 
Die zwei Geraden, welche nach dem Satze in derselben Ebene liegen sollen, 
seien P und Q, so ist die Gleichung der Oberfläche: 

PQ = 0. 

Jede der Geraden P und Q soll, nach dem Satze, aus x und einer Reihe 
fester Elemente durch lineale Construclion erfolgen. Die Erzeugung neuer 
Elemente durch lineale Construction läfst sich auf die folgenden vier Fälle, in 
denen aus zwei Elementen ein drittes entsteht, zurflckführen : 1) Wenn aus 
zwei Puncten ihre Yerbindungs-Gerade ; 2) Wenn aus einem Punct und einer 
Geraden ihre Yerbindungs-Ebene ; 3) Wenn aus zwei Ebenen ihre Durch- 
schniltslinie ; 4) Wenn aus einer Ebene und einer Geraden ihr Durchschnitts- 
punct entsteht. Also: wenn aus zwei Elementen durch lineale Construction 
ein drittes entsteht, so ist das letztere jedesmal das slereometrische Product 
der beiden ersteren; und zwar im Sinne der Definitionen (1 bis 4). Und 
umgekehrt: jedes stereometrische Product, welches durch die Definitionen 
(1 bis 4) bestimmt wird, d. h. welches nicht von nullter Stufe ist, entsteht 
üorch lineale Construction aus seinen beiden Factoren. Hieraus folgt, dafs sich 
jedes Element, welches aus x und einer Reihe fesler Elemente durch lineale 
Constructionen erfolgt, bei denen nmal x angewandt wird, als ein slereo- 
metrisches Product darstellen läfst, in welchem nmal als Factor x vor«- 
kommt; und dafs, umgekehrt, jedes stereometrische Product, welches nmal 
als Factor x enthält und aufserdem nur feste Elemente zu Factoren hat, und 
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welches weder selbst von nnllter Stufe ist^ noch einen Factor nailler Stufe 
enthalt, durch lineale Construclionen aus x und den festen Elementen sich 
erzeugen Ififst; und swar in der Art, dafs x bei diesen Constrnctionen iimal 
angewandt wird. 

Betrachtet man nun ein beliebiges, gleich Null gesetztes Product nullter 
Stufe, welches ismal den verflnderlichen Punct x als Factor enthält, aber 
keinen Factor nullter Stufe mehr einschliefst, so kann man es immer auf die 
Form bringen, dafs es -zunächst als Product zweier Geraden sich zeigt. 
NSmlich : enthalt das Product irgend eine feste Gerade als Factor, so kann 
man nach dem vprigen Paragraph diese Gerade in die letzte Stelle des Pro- 
ducts bringen, ohne dafs dieselbe noch von einer Klammer umschlossen wird. 
Der andere Factor mufs dann, da die Summe der Stufenzahlen durch 4 theil- 
bar ist, gleichfalls eine Gerade sein ; und das Product hat die verlangte Form. 
Kommt aber in dem Product keine feste Gerade vor, so müssen die festen 
Elemente Puncto oder Ebenen sein; Punct und Ebene kann man aber als 
Producte einer festen Geraden in eine Ebene oder in einen Punct darstellen, 
und dann wie vorher die feste Gerade in die letzte Stelle bringen. Die 
Gleichung wird also die Form 

PO == 

erhalten, wo in P und Q der veränderliche Punct x im Ganzen nmal als 
Factor vorkommt; P und Q ergeben sich also durch lineale Construclionen, 
bei welchen nmal x angewandt wird; und da die Gleichung PQ^=iO die 
Bedingung ausdrückt, dafs die Geraden P und Q in derselben Ebene liegen, 
so ist nach dem angeführten Satze der Ort des Punctes x eine Oberfläche 
/iter Ordnung. 

Hat man endlieh eine Gleichung 

? = o, 

in welcher ^ ein Product nullter Stufe ist, welches nmal x als Factor ent- 
hält, aber noch Factoren nullter Stufe in sich schliefst, so kann man^, nach 
dem vorigen Paragraph, stets auf die Form SS2) . . . bringen, wo S, 6, S), . . . 
Producte nullter Stufe sind, die keinen Factor nullter Stufe mehr enthalten. 
Es komme x in jenen Producten IB, 6, X), ... beziehlich (mal, cmal, bmal 
vor, so hat man B-j-e-fb-f ••• =n und 

S5S© ... = 0. 

3» 
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Die Gleichung drückt aas, dafis entweder. 8 = 0, oder (S = 0, 
oder X) = 0, ... ist. Diese einxelnen Gleichangen stellen aber, nach dem so 
eben Erwiesenen, Oberflfichen von Bter, der, bier Ordnung dar n. s. w. 
Also ist der durch die Gleichung ^ = bedingte Ort von x eine OberflSche 
itter Ordnung, welche in jene Oberflächen iter, cter .... Ordnung zerfAllL 
Demnach haben wir folgenden Satz: 

^Die Gleichung ^ = 0, in welcher ^ ein Product nulller Stufe ist, 
welches itmal den veränderlichen Funct x als Factor enthält, giebt, als 
Ort von X, eine Oberfläche itter Ordnung; und umgekehrt läfst sich 

jede algebraische Oberfläche durch eine solche Gleichung darstellen.'* 

• 

Stellin, im Jali t852. 
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3. 

Über die verschiedeDen Arten der linealen Erzeugung 
algebraischer Oberflächen. 

(Von dem Herrn Prof. H. Grafsmann, Oberlehrer am Gyronasio zu Stettin.) 



JUie drei Gattungen rAumlicber Elemente, nSmlich die Punete, oder 
die Elemente erster Stufe; die yeraden Linien, oder die Elemente zweiter 
Stufe ; die Ebenen, oder die Elemente dritter Stufe, gestatten sechs verschie- 
dene Combinationen zu zweien, welche sich, je nachdem die Summe der 
Stufenzahlen kleiner als 4, oder gröfser als 4, oder gleich 4 ist, in drei 
Gruppen sondern lassen. Ffir jede dieser sechs Combinationen habe ich in 
der vorhergehenden Abhandlung den Begriff des stereometrischen Products 
beider Elemente bestimmt. Wenn die Summe der Stufenzahlen kleiner als 
4 war, so war das stereometrische Product die Verbindung beider Elemente 
(Verbindungslinie und Verbindungs-Ebene), wetin gröfser als 4, ihr Durch- 
schnitt. Beide Bestimmungen ergaben sich als zu einander reciprok. Wenn 
die Summe der Slufenzahlen gleich \ war, so setzten wir als das Product der 
Elemente eine Gröfse, welche,* einem Elemente als Factor beigefügt, die Lage 
des Elements unverändert lAfst. Wir nannten eine solche Gröfse eine Gröfse 
nvlUer Stufe. In diesem Sinne ergab sich, dafs die Slufe eines beliebig zu- 
sammengesetzten Products stets der Summe der Stufenzahlen seiner sämmtlichen 
Factoren congruent ist, in Bezug auf den Modul 4. Alle 6 Arien der Producte 
wurden gleich Null gesetzt, wenn die Elemente, welche die Factoren des 
Products bildeten, vereinigt lagen. Congruent hingegen nannten wir zwei 
Elemente, wenn sie (als unendlich angenommen) sich gegenseitig deckten; 
zwei Gröfsen nullter Stufe aber nannten wir congruent, wenn sie entweder 
beide Null, oder beide ungleich Null waren. Wir untersuchten dann, in wie 
weit man die Form eines Products verändern könne, so dafs das ursprflngliche 
und das neue Product einander congruent seien. Es ergaben sich dabei be- 
sonders folgende Formeln und SAtze, in welchen A, B, F, A„^ ^ Elemente 
darstellen, deren Stufenzahlen beziehlich a, B, c, a^^ sein mögen: 
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1. AB = BA, 

2. ABr = ArB = A(Br) elc, 
wenn a-f B-}-c<;5, oder >7 Ist. 

3. ABrB=AB(rB) = A(rB)B, 

4* A| A} • • • A|, _ . A,! • • • A2 A^ .1 I Ai| ^ An • • • A^ j ^ 

wenn ai -f «2 + * • • -f ^1 ^ ® C*"^^ ^) 's*- 

5. ^:=0 ist die Gleichung einer Oberflflcbe iiter Ordnung, wenn 
^ ein Product nullter Stufe ist, in welchem der die Oberfläche con- 
struirende Punct nmal als Factor vorkommt. 

6. Wenn ein Product nullter Stufe ^ noch einen Factor nullter 
Stufe O enihflit, und dt das Product bezeichnet, welches aus ^ flbrig 
bleibt, wenn man darin ^ weglAfst; so ist 

und die Gleichung 

^ = 1:191 = zerfällt in = und 9l==0. 

Der Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes ist, den allgemeinen Satz 
aber die lineale Erzeugung der Oberflächen, wie er in (5.) enthalten ist, 
möglichst anschaulich und für die Anwendung bequem zu gestalten und aus- 
einander zu legen.* Dabei ist vermöge (6.) nur nöthig, den Fall zu berOck- 
siclitigen, wo ^ keinen Factor nullter Stufe mehr enthält, d. h. wo bei der 
fortschreitenden Bildung des Products ^ diet Summe der Stufenzahlen nicht 
eher durch 4 theilbar wird, als bis das ganze Product gebildet ist. Ich werde 
daher in den nächsten fflnf Paragraphen den Fall, wo die Summe der Stufen- 
zahleA durch 4 theilbar ist, ein fOr alle Mal ausschliefsen. Wie bisher, sollen 
die kleinen lateinischen Buchstaben (mit einziger Ausnahme des nj Puncle 
bezeichnen, die grofsen lateinischen Buchstaben gerade Linien, die kleinen 
griechischen Buchstaben Ebenen. 

s. 1. 

Product eines beweglichen Elements, mit einem festen. 
Das bewegliche Element sei jt^ ^ oder X, das feste Element a, x 
oder A. Indem ich die € Producte, welche, unter Ausschlufs der Stufen- 
snmme 4, aus einem der beweglichen und einem der festen Elemente sich 
bilden lassen, betraehte, will ich auf den Grad der Beweglichkeit des ent- 
stehenden Products und auf die entstehenden projecti vischen Grundgebilde 
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aufmerksam machen. Ich nenne ein Element nfach, oder im nten Grade 
beweglich, wenn von den Zahlcoöfficienten, durch welche seine Lage bestimmt 
ist, n iiuf ganz unabhAngige Weise verfinderlich sind. Also ist, z. B. ein 
Punct in einer Geraden einfach beweglich, ein Punct in einer Ebene zweifach, 
ein Punct im Räume dreifach. Eben so yerhdlt es sich mit einer Ebene, welche 
durch eine feste Gerade, oder durch einen festen Punct gehen, oder frei im 
Räume beweglich sein soll. Ferner, eine Gerade, wenn sie in einer festen 
Ebene liegen und zugleich durch einen festen Punct derselben gehen soll, ist 
einfach beweglich; wenn sie in einer festen Ebene liegen, oder durch einen 
festen Punct gehen soll, ist sie zweifach beweglich; wenn sie eine andere 
Gerade schneiden soll, dreifach, und wenn sie sich frei im Räume bewegen 
darf, vierfach. Nimmt man nun an^ x, §, X seien frei im Ranme beweg- 
lich, so ist 

1) ora zweifach beweglich und stellt einen StrahlenbQschel (im Räume) dar; 

2) §a ist zweifach beweglich und stellt eine liniirte Ebene dar; 

3) xA ist einfach beweglich und stellt einen EbenenbQschel (erster Stufe) dar; 
4") .SA ist einfach beweglich und stellt eine punctirte Gerade dar; 

5) Xa ist zweifach beweglich und stellt einen EbenenbOschel zweiter Stufe dar; 

6) Xa isl zweifach 'beweglich und stellt eine punctirte Ebene dar. 
Hierzu fOgl? ich, der Übersicht wegen, noch die folgenden beiden Producte 
dreier Factoren: 

7) xAai 

^^ ^ . > sind einfach beweglich und stellen ebene Strahlenbflschel dar, und 

zwar 7) als Durchschnitt eines Ebenenbaschels und einer Ebene 8) 
als Verbindung einer punctirten Geraden mit einem Puncto. 
Diese projeclivischen Grundgebilde sind paarweise zu einander reciprok. 
Ich werde diejenigen derselben, deren Element einfach oder zweifach beweglich 
ist, beziehlich, Gebilde erster oder zweiter Stufe nennen; wodurch die Benen- 
nung des fQnften Gebildes gerechtfertigt scheint. 

Um die Nothwendigkeit dieser Unterscheidung in projectivische Gebilde 
erster und zweiter Stufe nachzuweisen, fahre ich gelegentlich folgenden, leicht 
zu erweisenden Satz an: Bei zwei Gebilden derselben Art, welche zu einander 
projectivisch sein sollen, kann man, je nachdem sie von der ersten oder zweiten 
Stufe sind, 3 oder 4 beliebige Elemente des einen Gebildes, mit eben so vielen 
der andern als entsprechend setzen; aber dann ist zu jedem Elemente des 
einen Gebildes das entsprechende des andern bestimmt; vorausgesetzt jedoch. 
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dars im zweiten Falle von den gewählten 4 Elementen desselben Gebildes 
keine 3 einem und demselben Gebilde erster Stnfe angehören. 

Es ist bei der Auffassung dieser projeetivischen Gebilde wichtig, fest- 
zuhalten, dafs die punctirte Ebene und die liniirte Ebene, und eben so der 
Ebenenbflschel zweiter Stufe und der räumliche Strahlenbfischel, nur in Be- 
zug auf die Gattung der Elemente sich unterscheiden; so dafs nSmlich zwei 
prpjectivische punctirte Ebenen zugleich projectivisch sind in Bezug auf die 
Verbindungslinien ihrer entsprechenden Punctenpaare, und zwei projectivische 
EbenenbOschel zugleich in Bezug auf die Durchschnittsstrahlen der entsprechen- 
den Ebenenpaare; und umgekehrt. Wo es auf die Unterscheidung der ur- 
sprfinglicben Elemente nicht ankommt, werde ich, mit Steiner, die ersteren 
Gebilde, ohne Weiteres, Ebenen, die letzteren räumliche Strahlenbfiscbel nennen. 

§. 2. 

Fortschreitende MuUiplication eines frei beweglichen Punctes s, mit einer Reihe 

fester Elemente. 

Es lassen sich zwei Hauptfalle unterscheiden, je nachdem das entste- 
hende Product einfach, oder zweifach beweglich ist. Es werde der letzte 
Fall zuerst betrachtet. Der Punct x kann in diesem Falle nur mit einem 
Puncto multiplicirt werden, da das Product mit einer Geraden einfach beweglich 
ist. Es sei dieser Punct a. Das Product xa ist nur dann Null, wenn x in 
a fallt; in jedem andern Falle liefert xa eine Gerade. Diese Gerade könnte 
nun mit einem Puncto b, oder einer Ebene a, multiplicirt werden ; allein xab 
kann zugleich als Product von x mit der Geraden ab betrachtet werden, und 
wflrde daher einfach beweglich sein. Es ergiebt sich also das Product xaa. 
Wenn n in a liegt, so lassen sich nach Formel (3.) a und a vertauschen, 
und man erhalt xa.a; was in einen variablen Factor nullter Stufe und einen 
festen Punct zerfällt. Da wir auch diesen Fall ausschlössen, so bleibt nur 
flbrig, dafs a aufserhalb a liegt; wo dann xa.a eine punctirte Ebene darstellt. 
Der Punct xa.a kann nun wieder mit einem Puncto b multiplicirt werden. 
Wenn b \n a liegt, so läfst sich wiederum b mit a vertauschen und man er- 
hält xaba oder x(ab)a, und man kommt wieder auf den Fall der einfachen 
Beweglichkeit zurQck. Von hier an wiederholt sich dieselbe Schlufsreihe, 
und man gelangt zu dem Satze: 

,,Wenn ein frei beweglicher Punct x fortschreitend mit einer Reibe fester 
Elemente multiplicirt wird, so geht dann, und nur dann, ein zweifach 
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bewegliches Product hervor, wenn diese Reihe mit einem Pancte be- 
ginnt, abwechselnd aus Puncten und Ebenen besteht, und dabei jeder 
Punct aufserbalb der ihm vorhergehenden und der ihm nachfolgenden 
Ebene liegt. Das Product wird in diesem Falle nur Null, wenn a; mit 
dem ersten Puncto jener Reihe zusammenrällt/' 

Ferner 

„Wenn der Punct x mit einer abwechselnden Reihe von Puncten und 
Ebenen multiplicirt wird, und einer dieser Puncto in die ihm nachfol- 
gende oder vorhergebende Ebene ffillt, so kann man diese beiden Fac- 
toren vertauschen, und erhält im ersten Falle einen variablen Factor 
nuUter Stufe, der mit einem festen Element multiplicirt ist, im letzten 
Falle ein einfach bewegliches Product, indem an die Stelle des Puncts 
eine Gerade tritt/' 

§.3. 
Fortsetzung. 

Es werde jetzt der Fall der einfachen Beweglichkeit betrachtet. Am 
einfachsten ist es hier, x fortschreitend mit einer Reihe von Geraden A, B, . .. 
KU multipliciren. Das Product xA wird Null, wenn x in A fdllt. Dies aus- 
geschlossen, stellt xA einen EbenenbOscbel dar. Wenn nun von den folgenden 
Geraden keine die vorhergehende schneidet (der unendlich entfernte Durch- 
schnittspunct immer als solcher mit gerechnet), so stellt das Product ab- 
wechselnd EbenenbOscbel und punctirte Geraden dar. Ist nun das Product, 
bis zu irgend einem Factor hin, ^^p, und es schneiden sich die beiden fol- 
genden festen Geraden A und B, so sei dieser Punct Cj und die Geraden 
seien ac und bc. Dann erhfilt man pAB^pac{bc)^pacb.c [nach Formel 3]; 
d. h. es zerfällt das Product in einen variablen Factor nuUter Stufe und einen 
festen Punct. Das Entsprechende geschieht im reciproken Falle. Also ergiebt 
sich folgender Satz: 

„Wenn ein frei beweglicher Punct mit einer Reihe fester Geraden mul- 
tiplicirt wird, so ist das Product dann, und nur dann, einfach beweglich, 
wenn keine dieser Geraden die folgende schneidet; und das Product wird 
in diesem Falle nur dann Null, wenn x in die erste Gerade jener Reihe 
fällt. Wenn jedoch eine der Geraden die folgende schneidet, so kann 
man statt dieser beiden Geraden eine Ebene und einen Punct setzen; 
und zwar die Ebene in der sie liegen und den Punct in dem sie sich 
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schneiden, und es zerfällt dadurch das Producl in einen variablen Factor 
nullter Stufe und in ein festes Element." 

Ich werde jetzt zeigen, dafs man jeden Fall, in welchem ein beweg- 
licher Punct X, mit einer Reihe fesler Elemente multiplicirt, ein einfach be- 
wegliches Element, und zwar einen Punct oder eine Ebene giebt, auf den 
so eben betrachteten Fall zurückführen kann. 

Es sei zuerst p ein zweifach bewegliches Product, und eben so paa; 
dann trete noch die Gerade B hinzu. Es sei b der Punct, in welchem die 
Gerade B die Ebene a schneidet, und a^Ab, B^bc, so ist: 

paaB^pa(Ab){bcf)^pa{Ab)bc [nach Formel 2]. 
Aber 

pa{Ab)b^pabAb [nach Formel 3], also 

paaB^pabAbc^p{ab)A{bc) [nach Formel 2]. 
Man hat also statt des Puncts a und . der £bene a gerade Linien erhalten. 
Ndmlich, wenn man den Durchschnittspunct von B und a durch b bezeichnet, 
so kann man statt des Punctes a die Gerade ab und statt der Ebene et eine 
beliebige Gerade dieser Ebene setzen, die jedoch nicht durch den Punct b 
gehen darf. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens gelangt man 
zu folgendem Satze: 

^Wenn ein beweglicher Punct mit einer Reihe abwechselnder fester 
Pnncte und Ebenen multiplicirt wird und auf die letzte Ebene eine feste 
Gerade folgt, so kann man statt aller fester Puncto und Ebenen Gerade 
setzen. Nämlich wenn man das ganze Product umkehrt ond das umge- 
kehrte Product nach und nach construirt, so erhält man eine Reihe von 
Hfllfspuncten, die in den festen Ebenen liegen, und eine Reihe von Ge- 
raden, die durch die festen Puncto gehen. Diese Geraden kann man statt 
der festen Puncto setzen, und statt jeder Ebene eine Gerade, die in 
dieser Ebene liegt, aber nicht durch den in der Ebene liegenden Hfllfs- 
punct geht.'' 

In Formeln ausgedrückt, würde der Satz: 
xaia^a2a2 ... UnCt^B ^ x(jiiC^A^{CiC^A2 ... {fi^^^c^)A^B 
lauten , wenn 
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ist. Noch will ich bemerken, dafs sich auch die gefundene Form des Pro- 
ducts noch auf die Form x{aiCi)B^{C2Ci)B^ ... reduciren ISfst, wo B, die 
Durchschnittslinie der Ebenen a^ und «2 (oder Ci4i und c, 212)9 B^ die der 
Ebenen a^ und a« ist; u. s.w. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dafs sich jedes Product von x 
mit einer Elementenreihe, die mit einer Geraden beginnt, auch, falls das Pro- 
duct wieder ein Punct oder eine Ebene sein soll, stets auf das Product von x 
mit einer Reihe von lauter Geraden zurückführen Idfst. Durch die Multi- 
plication mit einer Reihe fester Geraden geht entweder ein Punct p, oder 
eine Ebene hervor. Da beide Fälle zu einander reciprok sind, so braucht, 
man nur den einen zu betrachten. Wir nehmen an, der Punct p sei ent- 
weder ^ X, oder er sei durch Multiplication von x mit einer Reihe von festen 
Geraden entstanden. Es trete noch eine Gerade A hinzu, so ist pÄ eine 
Ebene. Soll nun zu dieser Ebene ein Element, welches keine Gerade ist, 
hinzutreten, so kann dieses Element (da die Stufensumme 4 ausgeschlossen ist) 
nur eine Ebene a sein. Nun ist pÄa eine Gerade. Diese kann mit einer Ebene 
ß, oder mit einem Punct b zusammentreten: aber pAaß ist nach Formel (2) 
^pA{aß)^ also wäre pA wieder mU einer Geraden {aß) multiplicirt ; gegen 
die Annahme. Es bleibt daher nur übrig, das Product pAab zu betrachten. 
Es sei c der Durchschnitt von A und a, und A^ac, a^cB, so ist 
pAah ^ p (ac) (^B) b ^ pac (cB) b [nach F. 2] ^ pac Beb [nach F. 3] 
^p{ac)B{ch). Also ist auch dies Product auf ein Product mit lauter festen 
Geraden reducirt. Wir haben demoach folgenden Satz erlangt: 

„Jedes Product eines frei beweglichen Punctes x mit einer Reihe 
fesler Elemente iäfst sich, wenn das Product ein einfach bewegliches 
Element, und zwar ein Punct oder eine Ebene ist, in der Form dar- 
stellen, dafs alle festen Elemente Gerade sind."" 

Fasset man die gefundenen Sätze mit den reciproken Sätzen zusammen, 
so erhält man folgenden allgemeinen Satz: 

„Wenn ein frei bewegliches Element, und zwar ein Punct, oder eine 
Ebene, mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt und das Product 
wieder ein bewegliches Element, und zwar ein Punct oder eine Ebene 
ist, so kann man statt der Reihe der festen Elemente entweder eine 
Reibe abwechselnder fester Puncto und Ebenen, oder eine Reibe fester 
Geraden setzen, je nachdem das Product ein zweifach oder einfach be- 
wegliches Element ist; und zwar haben beide Reiben nothwendig die 

4* 
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Eigenschaft, dafs keine zwei aufeinander folgenden Elemente vereinigt 
liegen. Findet hingegen diese vereinigte Lage Statt, so nimmt der Grad 
der Beweglichkeit mindestens um 1 ab./^ 

Dieser Satz reicht fQr die Multiplication eines beweglichen Elements 
mit einer Reihe fester, vollkommen aus. Denn ist das bewegliche Element 
eine Gerade, so mufs diese entweder mit einer festen Ebene, oder mit einem 
festen Puncto in Combination treten, und giebt dann einen zweifach beweglichen 
Punct, oder eine zweifach bewegliche Ebene; und für diese wurde die weitere 
Combination mit festen Elementen bereits betrachtet. Und ist das Product 
eine Gerade, so kann dieselbe nur durch Multiplication zweier Puncto, oder 
zweier Ebenen entstanden sein; und für beide wurden die Gesetze aufgestellt. 

§. 4. 

Lineale Bewegung offener Figuren. 

Es sei zunächst die Aufgabe, das bewegliche Product eines beweg- 
lichen Elements mit einer Reihe fester Elemente fQr den Fall zu construiren, 
dafs sowohl das bewegliche Element, als das Product, ein Punct, oder eine 
Ebene ist. In diesem Falle kann man nach (§. 2.) statt der Reihe der festen 
Elemente, entweder eine Reihe abwechselnder Puncto und Ebenen, oder eine 
Reihe von Geraden einführen; und zwar so, dafs keine zwei aufeinander 
folgende Elemente dieser Reihen vereinigt liegen. Ich werde mich für die 
Darstellung dieser Construction des Begriffs der offenen Figur bedienen. 
Darunter verstehe ich (S. dieses Journal Bd. 36. S. 5) eine Reihe von Puncten 
und Geraden, in welcher auf jeden Punct eine durch ihn gehende Gerade, 
und auf jede Gerade ein in ihr liegender Punct folgt, gleich viel ob diese 
Geraden oder Puncto in derselben Ebene liegen, oder nicht. Das Anfangs- 
Element der Reihe kann, eben so wie das End-Element derselben, ein Punct, 
oder eine Gerade sein. Alle Zwischen -Elemente der Reihe (d. h. welche 
nicht Grenz-EIemente derselben sind) nenne ich Seiten oder Ecken der offenen 
Figur, je nachdem sie Gerade^ oder Puncto sind. Das Product eines beweg- 
lichen Punctes X mit einer abwechselnden Reihe von Puncten und Ebenen 
üi^ a^, ... a^, a„ betrachtet, deren keine zwei aufeinanderfolgende vereinigt 
liegen), ist Null, wenn x in a^ liegt; in jedem andern Falle ist das Product 
die letzte Ecke einer offenen Figur, deren Angriffspunct x ist, deren Seiten 
durch die festen Puncto a^ . « . a^ gehen und deren Ecken in den . festen 
Ebenen a^ ... a^ liegen. Betrachtet man, zweitens, das Product eines beweg- 
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lieben Ponctes x mit einer geraden Anzahl gerader Linien ^i, B^^ ... A^, B^, 
(deren keine zwei aufeinander folgende sich schneiden), so zeigt sich dasselbe 
= Null, wenn x in der Geraden A^ liegt; in jedem andern Falle ist das 
Product die letzte Ecke einer offenen Figur, deren Anfangspunct x ist, deren 
Seiten durch die Geraden Jli, ... A^ gehen und deren Ecken in der Geraden 
jBi, .•• B^ liegen. Ferner werde das Product von x mit einer ungeraden 
Anzahl gerader Linien A^^ Bi^ ... A„, B^, A„^i betrachtet, (deren keine 
zwei aufeinanderfolgende sich schneiden). Legt man nun, vorausgesetzt, dafs 
X nicht in Ai liegt, in welchem Falle das Product Null ist, eine offene Figur 
hindurch, deren Anfangspunct x ist, deren Seifen durch die Geraden ^i, ... A^^^ 
gehen und deren Ecken in den Geraden B^^ ... B„ liegen, so ist durch 
eine bestimmte Lage des Anfangspuncts x zwar die letzte Ecke in B^ be- 
stimmt, aber nicht die letzte Seite, die durch A^^i geht; vielmehr ist der geo- 
metrische Ort derselben eine Ebene, und diese Ebene ist eben jenem Pro- 
ducte congruent. 

Es bleiben nur noch die reciproken Fdlle zu betrachten, wo statt des 
Punctes X eine Ebene § eintritt. Man könnte hier der offenen Figur ihr 
reciprokes Gebilde substituiren ; doch ist es in vielen Fällen vortheilhaft, auch 
hier die offene Figur zu Grunde zu legen. Hat man das Product ^a^ai...a^an 
zu construiren, so läfst sich eine offene Figur zu Grunde legen, deren An- 
fangsstrahl in der Ebene f liegt, deren Ecken in den Ebenen a^ . . . a„ liegen 
und deren Seiten durch die Puncto ^i, ... a^ gehen. Wenn die Ebene | 
fest ist (ohne mit a^ zusammenzufallen), so ist dennoch die ganze offene Figur 
beweglich, und der geometrische Ort ihrer letzten Seite ist eine Ebene, welche 
dem obigen Producte congruent ist. Ferner ist das Product ^Afii . . . A^B,, 
der geometrische Ort der letzten Seite einer offenen Figur, deren Anfangs- 
strahl in der Ebene ^ liegt, deren Ecken in den Geraden A^ . . . A^ liegen, 
und deren Seiten durch die Geraden Bi . . . B^ gehen. Endlich, das Product 
^Afii . . . A^B^A^^i ist der letzten Ecke einer Figur congruent, deren An- 
fangsstrahl in der Ebene | liegt, deren Ecken in den Seiten Ji . . . J„+i 
liegen und deren Seiten durch die Geraden B^ . . . B„ gehen. 

Ich werde alle diese sechs Bewegungen der offenen Figuren lineale nen- 
nen. Es giebt also zwei Arten der linealen Bewegung offener Figuren, deren erste 
darin besteht, dafs sich alle Ecken und Seiten in festen geraden Linien be- 
wegen, die andere darin, dafs sich alle Ecken in festen Ebenen bewegen,* 
wflhrend alle Seiten durch feste Puncto gehen. Bei beiden Bewegungen soll 
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wieder der Fall aasgeschlossen bleiben, wo irgend zwei feste Elemente, in 
denen sich zwei aufeinander folgende Elemente der offenen Figur bewegen 
sollen, vereinigt liegen. Im ersteren Falle sind alle Ecken der offenen Figur 
einfach beweglich, im letzteren zweifach ; daher will ich jene erstere Art der 
linealen Bewegung gleichfalls eine einfache, letztere, eine zweifache nennen. 
In beiden Fdlien ist jede Ecke (und eben so der geometrische Ort jeder Seite) 
einer lineal beweglichen offenen Figur einem Producte congruent, dessen 
erster Factor der geometrische Ort des Anfangs -Elements ist, und dessen 
folgende Factoren nach der Reihe diejenigen festen Elemente sind, welchen 
die Ecken und Seiten der offenen Figur, bis zu der betrachteten Ecke (oder 
Seite) hin, vereinigt liegen sollen. 

§. 5. 

Construction der Producte mit mehreren variablen Factoren, durch Verkettungen 

offener Figuren. 

Wenn zwei variable Factoren zusammentreten, so sind (immer noch 
das Product nuUter Stufe ausgeschlossen) folgende Fälle möglich: Entweder 
<f) es treten zwei Puncto zusammen, oder &) zwei Ebenen, oder c) eine 
Gerade und ein Punct, oder i/) eine Gerade und eine Ebene. 

In den ersten zwei Fällen ist das Product eine Gerade. Diese Gerade 
kann dann entweder mit einem Punct oder einer Ebene zusammentreten. Dies 
giebt, wenn man in jedem dieser Fälle nur die 3 Stufenzahlen nebeneinander 
schreibt, folgende 4 Scheniata: 

111, 113, 331, 333. 
In den Fällen c) und tf ) soll eine Gerade mit einem Punct oder einer 
Ebene zusammentreten. Da die Gerade aber wieder nur als Product zweier 
Puncto oder zweier Ebenen entstanden sein kann, so erhält man hier dieselben 
4 Schemata. Es werde in jedem Schema das ersle der 3 Elemente mit a 
oder a, das zweite mit b oder ß, das dritte mit c oder y bezeichnet, so er- 
hält man die den 4 Schematen entsprechenden Producte: 

übe, aby, aßc, aßy, 
die wir nach der Reihe mit 

9> ^J 0, 9 
bezeichnen wollen, indem das erste und dritte eine Ebene, das zweite aod 
vierte einen Punct darstellt. 
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Ich will jetzt zunächst annehmen, dafs sowohl a, b, c, als aacb a, ß, y 
variabel sind, und dafs jedes dieser Elemente dadurch entstanden sei, dafs 
ein variabler Punct, oder eine variable Ebene, mit einer Reihe fester Elemente 
multiplicirt wurde. Eben so will ich annehmen, dafs die entstandenen Producte 
{q, r, o, s) späterhin noch mit Reihen fester Elemente multiplicirt werden 
sollen. Hierdurch ist Alles auf die Betrachtung des vorigen Paragraphs reducirt. 

Zuerst betrachte man das Product (i ^ abc . Hier können nach (§. 4) 
a', b und c als die letzten Ecken dreier lineal beweglicher offener Figuren 
angesehen werden ; die Lage der Endstrahlen der 3 offenen Figuren ist will- 
kürlich, nur dafs sie beziehlich durch a, b, c gehen mOssen. Die Ebene q- 
endlich soll als solche angesehen werden, die hernach noch mit einer Reihe 
fester Elemente zu multipliciren ist. Dieser Multiplication wurde in (§. 4) 
eine offene Figur zu Grunde gelegt, deren Anfaagsstrahl in der Ebene q be- 
weglich ist. Also treten hier 4 offene Figuren hervor; und zwar gehen die 
Endstrahlen der ersten 3 offenen Figuren, einzeln genommen, durch die Puncto 
a, b, c, und der Anfangstrahl der vierten liegt in der Ebene (f^abc. Da 
die Lage jener Endstrahlen im Übrigen willkOrlich ist, so kann man sie 
leicht so annehmen, dafs die 4 in Betracht kommenden Grenzstrahlen paar- 
weise zusammenfallen. Es sei p ein in ab beweglicher Punct so läfst si^h 
die Gerade ab als der gemeinschaftliche Ehdstrahl der beiden ersten offenen 
Figuren, und die Gerade pc als der Endstrahl der dritten und der Anfangs- 
strahl der vierten setzen. Denn durch diese Annahmen werden die Bedin- 
gungen erfallt, dafs die Endstrahlen beziehlich durch a, b, c gehen und der 
Anfangsstrahl in der Ebene abc beweglich sein soll. Die eigenthOmliche Lage 
der 4 Grenzstrahlen in dem Producte abc ist also die, dafs sie paarweise 
zusammenfallen und das eine Paar mit dem andern vereinigt liegt, d. Ji. von 
ihm geschnitten wird. 

Betrachtet man zweitens das Product r^aby, so sind hier a und b 
als letzte Ecken zweier offener Figuren anzusehen. Die Endstrahlen dersel- 
ben, welche beziehlich durch a und b gehen mflssen, im Übrigen aber will- 
karlich sind, kann man wieder zusammenfallen lassen, d. h. ab als den 
gemeinschaftlichen Endstrahl derselben setzen. Die Ebene y ist nach (§. 4.) 
als geometrischer Ort der letzten Seite einer offenen Figur zu. betrachten. 
Der Endpunct dieser offenen Figur ist im Übrigen willkürlich; nur dafs er 
in der letzten Seite, also hier in der Ebene y liegen mufs. Der Punct r ^ aby, 
d. h. der Punct, in welchem die Gerade ab die Ebene y schneidet, wird. 
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wenn r noch mit einer Reihe fester Elemente mulliplicirt werden soll, zum 
Anfangspuncte einer vierten offenen Figur. Da der Endpanci der dritten in )^ 
willkQrlich war, so kann man ihn mit dem Aofangspnnct (r) der vierten zu- 
sammenfallen Ißssen. Also fallen in diesem Falle zwei Grenzstrahlen {ab) 
zusammen, und eben so zwei Grenzpuncte (r), und diese liegen mit jenen 
vereinigt. In den beiden b^her betrachteten Fällen fallen also die 4 in Betracht 
kommenden Grenz -Elemente paarweise zusammen, und das eine Paar liegt 
mit dem andern vereinigt. Der Unterschied ist nur der, dafs im ersten Falle 
alle 4 Grenz- Elemente, im zweiten Falle zwei derselben Strahlen sind, die 
beiden andern Puncte. 

Es werde jetzt das dritfe Product o^aßc betrachtet. Hier ist nach 
(§. 4.) die Ebene a als der geometrische Ort der letzten Seite einer offenen 
Figur anzusehen, deren Endpunct willkOrlich in dieser Seite, also auch will- 
kflrlich in der Ebene a liegt. Eben so ist ß als der geometrische Ort der 
letzten Seite einer offenen Figur zu betrachten, deren Endpunct willkQrlich 
in ß angenommen werden kann. Man kann daher einen in der Kante aß 
beweglichen Punct p als gemeinschaftlichen Endpunct jener beiden offenen 
Figuren setzen. Ferner ist c als die letzte Ecke einer offenen Figur zu be- 
trachten, deren Endstrahl willkürlich durch c geht. Wir setzen pc als diesen 
Ends&rahl. Endlich die Ebene a ^ aßc, d. b. die Ebene, welche durch den Punct c 
und die Kante aß gelegt ist, wird, wenn sie noch mit einer Reibe fester 
Elemente multiplicirt werden soll, zu dem geometrischen Orte des Anfangs- 
strahls einer vierten Figur. Da p in aß beweglich ist, so ist o der geome- 
trische Ort von cp; man kann also cp als Anfangsstrahl der vierten offenen 
Figur setzen. Es sind demnach, wie im vorhergehenden Falle, zwei der Grenz- 
Elemente Strahlen, und die beiden andern sind Puncte ; jene Grenzstrahien {cp) 
fallen zusammen; eben so diese Grenzpuncte (/?), und diese liegen mit jenen 
vereinigt. Der Unterschied zwischen diesem und dem vorhergehenden Falle 
ist nur der, dafs das Anfangs-Element der vierten Figur dort ein Punct, hier 
ein Strahl ist. 

Das vierte Product endlich war a^aßy. Hier ist jede der Ebenen 
a, ß, Y als geometrischer Ort der Endseite einer offenen Figur zu betrachten, 
deren Endpunct also in jener Ebene willkflrlicb angenommen werden kann. 
Man kann daher den Durchschnittspunct {h) der 3 Ebenen a, ß, y als ge- 
meinschaftlichen Endpunct der 3 offenen Figuren setzen; zugleich ist dieser 



3. Grafsmann, über die Uneale Erzeugung algebrtuscher Flächen. 33 

Punct AnfangspuQCt der vierten. Also sind dann alle 4 Grenz- Elemente 
Puncte, welche in einem Punct s zusammenfallen. Auch in diesem Falle kann 
man sagen ^ dafs die 4 'Grenz - Elemente paarweise zusammenfallen und das 
eine Paar mit dem andern vereinigt liegt. Dies ist also, das Gemeinschaftliche 
in allen vier Fällen. Im ersten Falle sind alle Grenz-Elemente Strahlen, im 
letzten, Puncto; in den beiden mittleren Fällen sind zwei Grenz -Ejemente 
Strahlen, die beiden andern Puncto; und zwar ist das Anfangs -Element der 
vierten Figur im zweiten Falle ein Punct, im dritten ein Strahl. 

Es wurde oben angenommen, dafs a, b, c, a, ß, y, dadurch entstanden 
seien, dafs ein variabler Punct, oder eine variable Ebene, mit einer Reihe 
fester Elemente multiplicirt sei; wobei es gleichgültig ist, ob diese Reihe aus 
einem, oder aus mehren Elementen besieht. Das erlangte Resultat bleibt 
indessen bestehen, auch wenn jene Bedingung nicht erfüllt wird. In der That 
ist K. B. a zwar variabel, aber nicht durch Multiplication eines beweglichen 
Elements mit einem oder mehreren festen Elementen entstanden : also können 
wir dennoch a als den Anfangspunct einer offenen Figur setzen, an den sich 
aber sogleich der Endstrahl derselben anschliefst; und die oben gezogenen 
Folgerungen bleiben bestehen. Durch das Wegfallen der constanten Factoren 
ist nur das Wegfallen der Ecken und Seiten der offenen Figur bedingt, und 
diese besteht blofs aus den beiden Grenz -^Elementen. Eben so, wenn die 
Ebene a zwar variabel ist, aber nicht durch Multiplication eines beweglichen 
Elements mit einem oder mehreren festen Elementen entstanden ist, kann man 
dennoch a als den geometrischen Ort des Anfangsstrahls einer offenen Figur 
setzen, an' welchen sich aber sogleich der Endpunct derselben anschliefst. 
Die offene Figur besteht dann wiederum nur aus den beiden Grenz-Elementen ; 
in den übrigen Folgerungen wird nichts geändert. Ganz auf dieselbe Weise 
kann man die Annahme, dafs die entstehenden Producte noch hernach mit 
einer Reihe fester Elemente multiplicirt werden sollen, ganz wegfallen lassen. 

Ferner wurde oben angenommen, dafs in jedem der 4 Producte alle 
3 Factoren variabel sind. Sind alle 3 constant, so ist auch ihr Product con- 
slant und kann also ohne Weiteres als eins der festen Elemente gesetzt werden. 
Sind 2 derselben constant, so ist dann das variable Element entweder fort- 
schreitend mit 2 festen Elementen multiplicirt, oder mit deren Product, d. h. mit 
Einem festen Element. In beiden Füllen setzt sich die an das variable Element 
sich anschliefsende offene Figur nur fort. Es bleibt also nur der Fall zu be-^ 
trachten, -wo eins der 3 Elemente fest ist, die beiden andern beweglich sind» 

CreUe^i Joornal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 1. 5 
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Dieser ;Fall erfordert um so mehr Beachtung, da er bei der Erzeugung 
der Oberflächen bei weitem der häufigste ist. Angenommen also, es sei etwa 
der Punct a^ den wir bisher als beweglich setzten, constant, so tritt kein 
anderer Unterschied hervor, als dafs der durch a gehende Strahl, welcher 
bisher als Endstrahl einer offenen Figur sich zeigte, jetzt durch den festen 
Punct a geht, oder, anders ausgedrückt, dafs die Ecke a, welche bisher be*- 
v^eglich war, jetzt fest wird. In dem vorher gefundenen Resultate wird im 
Übrigen nichts geändert. Ja auch der Wort-Ausdruck desselben kann unver- 
ändert bleiben, wenn man den festen Punct a, nebst dem von ihm ausge*^ 
henden Strahle, gleichfalls als offene Figur setzt; und zwar den Strahl als 
Endstrahl derselben. Hierbei ist es gleicbgfiltig , ob man den festen Punct a 
als Anfangspunct der offenen Figur setzt, oder als eine Ecke derselben, indem 
man dieser noch beliebige feste Seiten und Ecken vorangehen läfst. Immer 
kann man die ganze Figur, mit Ausnahme des durch a gehenden willkür- 
lichen Endstrahles, als unbeweglich annehmen. Wir nennen eine solche offene 
Figur, da sie von dem veränderlichen Elemente unabhängig ist, znni Unter- 
schiede von den früher betrachteten, eine unabhdnyige offene Figur. Ist 
zweitens eine der Ebenen, etwa a, constant, so wird der in a liegende Punct, 
welcher bisher als Endpunct einer offenen Figur sich zeigte, jetzt ein in der 
festen Ebene a liegender Punct. Man wird daher auch diesen Punct als End- 
punct einer offenen Figur setzen können ; indem man eine solche offene Figur, 
deren Endpunct in einer festen Ebene liegt, gleichfalls unabhängig nennt. 

Von hier aus gelangt man sogleich zur Construction eines beliebigen 
Products, welches das bewegliche Element x beliebig oft als Factor enthält, 
indem man den Begriff der Verkettung offener Figuren, wie er von mir 
(S. dieses Journal Bd. 42. S. 190) der Erzeugung ebener Curven zum Grunde 
gelegt ist, nach Anleitung der so eben gegebenen Entwickelung auf den Raum 
überträgt. Wenn man nämlich einen beweglichen Punct x zum Anfangspuncte 
mehrerer offener Figuren macht, dann aus dreien derselben, oder aus zweien 
und einer unabhängigen offenen Figur, eine neue offene Figur in der Art 
bildet, dafs die 4 Grenz-Elemente (nämlich die 3 End-Elemente der 3 ersteren 
und das Anfangs-Element der neuen) paarweise zusammenfallen, während 
zugleich das eine Paar mit dem andern vereinigt liegt, und dann fort- 
fährt, die jedesmal noch übrigen offenen Figuren auf die angegebene Art 
zusammenzuschliefsen , bis sich zuletzt alle variablen offenen Figuren zu 
einer einzigen vereinigt haben : so nenne ich das ganze System dieser offenen 
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Floren eine Verkettung derselben; und zwar eine Verkettung Uten Grades, 
wenn n offene Figaren von dem Anfangs-Element der Verkettung ausgehen. 
Wir sagen ferner, dafs eine Verkettung offener Figuren im Räume sich lineal 
bewege, wenn alle abhängigen offenen Figuren, aus denen sie besteht, sich 
lineal bewegen. Mittels dieser Begriffe läfst sich nun das Resultat dieses 
Faragraphs in dem folgenden Satze aussprechen: 

„Jedes Product, welches itmal den variablen Punct x als Factor ent- 
hält, und welches von erster oder dritter Stufe ist, ßber keinen Factor 
nullter Stufe einschliefst, Idfst sich durch eine lineal bewegte Verkettung 
nten Grades in der Art darstellen, dafs für jeden Punct x das Product, 
entweder der letzten Ecke der Verkettung, oder der Ebene, in welcher 
die letzte Seite derselben beweglich ist, congruent sei. Und umgekehrt 
ISfst sich die letzte Ecke oder die Ebene der letzten Seite jeder Ver- 
kettung itten Grades, durch ein solches Product darstellen. 

§. 6. . 

Erzeugung der algebraischen Oberflächen durch lineale Bewegung geschlossener 

Verkettungen* 

Es werde jetzt endlich ein beliebiges Product nullter Stufe betrachtet, 
welches nmal x als Factor enthält, aber keinen Factor nullter Stufe ein- 
schliefst. Ich habe in dem vorhergehenden Aufsatze gezeigt, dafs man in 
einem solchen Producte jeden Factor, also auch x, ohne Klammern nach der 
letzten Stelle bringen kann. Dann erhält das Product die Form Wx, wo (B 
ein Product dritter Stufe ist, welches (n — l)mal den Punct x als Factor ent- 
hält. Hat man nun die Gleichung 

mx = 0, 

so drückt sie aus, dafs der Punct x in der Ebene cD liegt. Die Ebene IB aber 
iäfst sich nnch dem vorigen Paragraph als die Ebene darstellen, in welcher 
die Endseite einer Verkettung (n— l)ten Grades beweglich ist. Also drOckt 
die Gleichung mx=^0 die Möglichkeit aus, jene Seite durch den Punct x 
zu legen, oder, anders ausgedrückt, die Möglichkeit, das End-Element der 
Verkettung mit dem Anfangs -Element derselben zusammenfallen zu lassen. 
Wir nennen eine solche Verkettung, deren. End-Element mit ihrem Anfangs- 
Element zusammenfällt, eine geschlossene Verkettung; und zwar nten Grades*, 
wenn n offene Figuren von dem Anfangs-Elemente {x) ausgeben (die letzte, 

5» 
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welche x zum End-EIemente hat, eingerechnet). Dann verwandelt sich der 
Satz 5. der Einleitang in folgenden Satz: 

^Der Anfangspunct einer sich lineal bewegenden geschlossenen Verkettung 
nten Grades beschreibt eine Oberfläche nter Ordnung,'' 
und umgekehrt: 

^Jede algebraische Oberfläche läfst sich als Ort einer sich lineal bewe- 
genden geschlossenen Verkettung darstellen/' 

Stettin, im Juli 1852. 
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4. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades, und 
die dadurch dargestellten OberflAchen. 

(Von Herrn Professor FL. GrafamauHj Oberlehrer am Gymnasio za SteUin.) 



Wenn ein stereometrisches Product nalter Stafe, welches mmal einen 
veränderlichen Punci x als Factor enthält, gleich Null gesetzt wird, so ist der 
dadurch bedingte geometrische Ort von x, wie ich in den früheren Aufsätzen 
nachgewiesen habe, eine Oberfläche nter Ordnung. Ich will der KOrze wegen 
eine solche Gleichung eine stereometrische Gleichung nten Grades nennen. 
Es fst also der geometrische Ort eines Puncts x, welcher einer stereome- 
trischen Gleichung zweiten Grades gendgt, eine Oberfläche zweiter Ordnung. 
Ich werde hier diese Gleichung und die dadurch ausgedrückte Erzeugung. der 
Oberfläche zweiter Ordnung näher erörtern. 

§. 1. 

Die allgemeine Form de^; stereometrischen Gleichung zweiten Grades. 
Die stereomelrische Gleichung zweiten Grades hat die Form 

^ = 0, 

wo ^ ein stereometrisches Product nullter Stufe ist, welches den veränderlichen 
Punct X zweimal als Factor enthält. Da man in einem Product nullter Stufe 
jeden Factor auf die letzte Stelle bringen kann, und zwar so, dafs er von 
keiner Klammer mehr umschlossen wird (S. stereometr. Multiplic. §.5), so 
läfst sich dies auf den Factor x anwenden, und die Gleichung zweiten Grades 
nimmt die Form 

cöj? = ode?, anders geschrieben, a:fi)f = 

an, welche ausdrückt, dafs der Pnncl x in der Ebene fS liegt. 

Da üü noch den Factor x enthält, so kann man in der Gleichung j?cD=0 
den in a) enthaltenen Factor x ohne Klammer auf die letzte Stelle bringen, 
und erhält dann die Form 

xRx = 0, 

wo R eine Reihe constanter Factoren bezeichnet, mit welchen fortschreitend 
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multiplioirt werden soll. Und zwar wird, da in einem Prodncte nnllter Stufe 
die Summe der Stufenzahlen sämmtlicher Factoren durch 4 theilbar ist, die 
Summe der Stufenzahlen aller in R enthaltener Factoren, durch 4 dividirt, 
2 znm Rest lassen. Das Product xR stellt ein Element dritter Stufe, also 
eine Ebene dar; folglich wird man (wenn nicht etwa xR sich in einen va- 
riablen Factor nullter Stufe und in einen constanten Factor zerfallen lafst), 
vermöge des in dem vorhergehenden Aufsatze (§. 3.) erwiesenen Gesetzes, 
statt R entweder eine Reihe abwechselnder fester Puncto und Ebenen, welche 
mit einem Puncto beginnt, oder eine Reihe fester Geraden setzen können. 
Allein im ersteren* Falle würde xR entweder von der ersten, oder von der 
zweiten Stufe sein, je nachdem jene Reihe mit einer Ebene, oder einem Puncte 
schliefst. Es bleibt also nur der zweite Fall flbrig, d. h. es Iftfst sich stets 
statt R eine Reihe gerader Linien setzen; und zwar mufs die Anzahl der- 
selben, da die Summe der Stufenzahlen durch 4 dividirt 2 zum Rest Ißssen 
mufs, ungerade sein. Folglich zeigt sich die Gleichung in der Form 

(1.) xABA.B^ ... A.B^x = 0, 
wo A, B . . . gerade Linien sind. Wenn insbesondere xR sich in einen 
variablen Factor nullter Stufe und in einen constanten Factor auflösen Idfst, 
so wird der erstere die Form xa haben mfissen, wo a eine Ebene ist, und 
der letztere wird eine constante Ebene sein. Diese sei ß; alsdann haben wir 

xa.ßx = 0. 
Es zerfallt dann die Oberfläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen. Aber 
auch diesen Fall kann man der Gleichungsform (1.) unterordnen. In der That: 
es seien A und B irgend zwei Gerade der Ebene a, die sich in einem Punct c 
schneiden, welcher zugleich in der Ebene ß liegt, und C sei irgend eine 
Gerade in ß, die aber nicht durch c geht, so stellt die Gleichung 

xABCx == 
eine in diese beiden Ebenen a und ß zerfallende Oberfläche zweiter Ordnung 
dar. Diese Form aber ordnet sich der Form (1.) unter, wenn- man n = 
setzt. Es ist also die Form (1.) die ganz allgemeine Form der stereome- 
trischen Gleichung zweiten Grades. 

§. 2. 
Geometrische Deutung der stereometrischen Gleichung zweiten Grades. 

Wenn das Product xAB ... A^B^ nicht Null ist, so stellt dasselbe 
einen Punct in B^ dar, den wir p^ nennen wollen. Eben so stellt dann das 
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Product xAB ... A^B^ för jeden Index r, von bis n, einen Panct dar^ 
der pr heifsen soll. Dann folgt sogleich 

Diese Gleichung drückt aus, dafs der Punct pr in der Geraden B^ 
liegt, und in der dnrch p^i und A^ gelegten Ebene. Das Letztere Ififst sich 
auch so ausdrQcken, dafs die Gerade Pr^iPr die Gerade A^ schneidet. Es 
bilden also die Pancte x, p, Pi^ . . . Pn oine offene Figur, welche mit dem 
Puncto 0? beginnt, deren Ecken p ... p» in den Geraden B ... B^ liegen, 
und deren Seiten xp, ppi^ \ . . Pn^iPn von den Geraden A . . . A^ geschnitten 
werden. Und wenn der Anfangspunct x dieser offenen Figur gegeben ist, 
so ist ihr Endpunct p^ genau bestimmt und stellt das Product xAB ... A„B„ 
dar; immer unter der Voraussetzung, dafs das Product nicht Null ist. Ist hin- 
gegen zwar das Product xAB . . . A^^^B,.^!^ ungleich Null, aber xAB . . . AjBr 
gleich Null, d. h. /i^_i J^Ä^ = 0, so liegt p^i entweder in Ar, oder B^ liegt 
in der durch Pr^i und A^ gelegten Ebene. In beiden Fällen hat jeder Punct pr 
der Geraden B^ die Eigenschaft, dafs die Gerade Pr^iPr die Gerade Ar 
schneidet; d. h.: Der Endpunct p^ einer offenen Figur, deren Anfangspunct 
X ist, deren Ecken p ... p^ in den Geraden B . . . B^ liegen, und deren 
Seiten von den Geraden A . . . A^ geschnitten werden, ist in diesem Falle 
innerhalb der Geraden B^ ganz willkQrlich. Dasselbe gilt dann aber offenbar 
für die Ecke p^ der ganzen offenen Fignr xpp^ ... p^. Also : 

„Das Product xAB ... A^B„ wird jedesmal durch eine offene Figur 

xppi ... Pn> deren Ecken p .. . p^ in den Geraden B ... 0„ liegen, und 

deren Seiten xp, . . .p„^iP„ von den Geraden A . . . A„ geschnitten werden, 

in der Art dargestellt, dafs, wenn jenes Product nicht Null ist, die Ecke Pn 

genau bestimmt und jenem Producte congruentist; dafs hingegen, wenn jenes 

Product Null ist, die Ecke p„ willkürlich in B^ angenommen werden kann.*^ 

Betrachtet man nun die Gleichung zweiten Grades 

(1.) xAB ... A,B„Cx = 0, 

so sieht man, dafs sie, wenn xAB ... A^B„ nicht Null ist, ausdrückt, dafs 

p^Cx=:0 ist, d. h., dafs sich durch p^ und x eine Gerade legen lafst, welche 

die Gerade C schneidet; d. h., es sind dann in der geschlossenen Figur 

xp . . . Pn^ß <^lle Ecken, aufser x, in der Geraden B . . . B^ beweglich, und 

die Seiten xp, . . . , p^^^p^, p„x werden von den Geraden A ... A^, C 

geschnitten. Ist aber das Product xAB . .. An = 0^ so wird auch jedesmal 

das ganze Product zu Null, und also wird die Gleichung (1.) befriedigt. 
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In diesem Falle kann nun p^ in B„ wiilkOrlich angenommen werden. 
Legt man durch x und C eine Gerade, welciie die Gerade B„ trifft, und setzt 
den Punct, in welchem sie dieselbe trifft, p„, so genfigt die geschlossene Figur 
xp ... PnX auch in diesem Falle der oben ausgesprochenen Bedingung. Also 
haben wir den Satz: 

^Wenn sich eine veränderliche geradlinige Figur (^xpp^ ... PnX) im 
Räume so bewegt, dars alle Seiten {xp^ pp^^ . . . p^-iPnj Pn^) von festen 
Geraden (-4, -4i, . . . Ä^, C) getroffen werden und alle Ecken (//, /t^i . . . Pn)-, 
aufser einer (or), in festen Geraden {B, B^^ . ;. B^) liegen, so beschreibt 
diese eine Ecke {x) eine Oberfläche zweiter Ordnung; und zwar eine 
geradlinige, deren Gleichung 

xAB ... A„B,Cx = 

ist.'' 

Dafs die Oberfläche eine geradlinige, d. h. eine solche ist, auf welcher 
sich- gerade Linien ziehen lassen, folgt unmittelbar aus der Gleichung, da der- 
selben z. B. durch jeden Punct x der Geraden A Genflge geschieht. Die be- 
sonderen Fälle, namentlich auch* der, wo die Oberfläche zweiter Ordnung un- 
bestimmt wird, sollen in den folgenden Paragraphen abgehandelt werden. 

§.3. • 

Projectivische Deutung der Gleichung zweiten Grades. 

Man nehme an, dafs in der Gleichung (1.) keine der constanten Ge- 
raden die vorhergehende oder nachfolgende Gerade schneide, und betrachte 
unter dieser Vosaussetzung das Product xAB . . . A„ B„ C, welches wir der 
Kflrze wegen auch mit xR bezeichnen, und in welchem x zunächst frei im 
Baume beweglich angenommen wird. Dann stellt, wenn x nicht in A liegt, 
xA eine £bene des durch die Axe A gelegten EbenenbOscbeis dar, xAB 
den jener Ebene entsprechenden. Punct der Geraden \0^ welche mit jenem 
Ebenenbflschel perspecliviscb ist, xABAi die entsprechende Ebene eines 
Ebenenbflschels, der mit jenen beiden Gebilden perspectiviscb ist, u. s. f.; xR 
endlich die entsprechende Ebene eines Ebenenbflschels, welcher mit allen 
froheren Gebilden, namentlich auch mit dem Ebenenbflschel xA, projectivisch 
ist: so nämlich, dafs xR und xA entsprechende Ebenen dieser Bflschel sind. 
Denn sagt die Gleichung (l.)? die jetzt in der Form xRx = sich zeigt, 
aus, dafs die der Ebene xA entsprechende Ebene xR durch den Punct x 
geht, d.li. dafs x in der Durchschnittslinie der beiden Ebenen liegt. Also ist 
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jede Durchscbniltslinie zweier entsprechender Ebenen jener beiden BOscbel 
eine Linie der durch die Gleichung xjRx = dargestellten Oberfläche, und 
da auch alle Puncte d? der Geraden A in zwei entsprechenden Ebenen liegen, 
so besteht die Oberfläche ans der Oesammtheit jener Linien. Also: 

„Die «DurchscbniUslinien der entsprechenden Ebenen zweier projectivischer 
EbenenbDschel bilden eine (geradlinige) Oberflache zweiter Ordnnng/V 

§.4. 

Reduction der Gleichung zweiten Grades auf die einfachsten Fornien. 

Wenn zuerst in der Gleichung (1.). irgend zwei aufeinander folgende 
feste Gerade z. B. A^ und B^ sich schneiden, so kann man, nach den Gesetzen 
der stereometrischen Multiplication (§. 3.)? statt derselben eine Ebene und einen 
Punct setzen; nämlich die Ebene, in welcher die Geraden liegen, und den 
Punct, in welchem sie sich schneiden. Ist a^ jene Ebene und Or dieser Pnnct, 
so verwandelt sich die Gleichung (1.) in 

xAB ... A^iB^ia^.a^Ar+iB^^i ... A„B„Cx = 0; 

wo der zwischengesetzte Punct die beiden Factoren nuliter Stufe scheidet. 
Statt des ersten dieser beiden Factoren kann man auch x(a^B^iAr^i ... BA) 
schreiben. Ist nun entweder arB^^iA^^i... BA, oder a^^^JSr+i... A^B^C 
Null, so genOgt jeder beliebige Punct x der obigen Gleichung. Die durch sie 
dargestellte Oberfläche zweiter Ordnung ist also gänzlich unbestimmt; der 
Punct X ist keiner seine Lage beschränkenden Gleichung unterworfen. Die 
einfachste Form der Gleichung (l.)) welche den Punct x ganz unbestimmt 
läfst, ist 

(«.) xAx = 0. 

Sind die beiden Pruducte ctrB^^A^^. . .BA und a^Ar^iBr^i. . . A^B^C 

ungleich Null , so stellt jedes derselben eine Ebene dar. Ist a die eine, und 
ß die andere dieser Ebenen, so verwandelt sich die Gleichung in 

xa.ßx = 0, 

welche in einfachster Form die in zwei Ebenen a und ß zerfallende Ober- 
fläche zweiler Ordnung darstellt, und welche jedesmal hervorgeht, sobald die 
Gleichung (1.) zwei aufeinander folgende Geraden enthält, die in derselben 
Ebene liegen^ und nicht jeder Punct jener Gleichung genOgt. Zieht man von 
einem Puncte c, der in a und ß zugleich liegt, zwei Gerade in a, etwa ca 
nnd cb, und zieht in /? irgend eine Gerade C^ die nicht durch c geht, so läfst 
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sich die Gleichung aucli in der Form 

(Ä.) xca{cb)Cx = 

darstellen. Wenn in dieser Gleichung auch die Gerade C dnrch den Punct c 
geht, so stellt sie wieder eine unbestimmte Oberfläche dar. 

Ich nehme jetzt an;, dafs von den Geraden A, B, . .. A^, B^, C 
keine zwei aufeinander folgende in einer und derselben Ebene liegen. In 
diesem Falle ist, wie wir oben zeigten, die durch die Gleichung (1.) dar- 
gestellte Oberfläche der Durchschnitt zweier projeclivischer Ebenenbflschel, mit 
den Axen A und C; und zwar geht jede Ebene des letzteren Büschels 
aus der entsprechenden des ersteren durch fortschreitende Multiplication mit 
B, Ji, Äi, ... A„^ Ä«, C hervor. 

Nun wird bekanntlich bei Ebenenbflscheln (erster Stufe), wie bei 
punctirten Geraden, durch drei Paare entsprechender Elemente zu jedem vier- 
ten Elemente des einen Gebildes das entsprechende des andern, also hier 
das ganze Durchschnittsgebilde bestimmt. Dies führt zu einer Reduction der 
Gleichung (1.). 

Angenommen zuerst, es liegen die Axen A und C nicht in einer und der- 
selben Ebene, so lege man durch A drei verschiedene Ebenen x^A, X2A, x^A. 
Dann sind, wenn JR noch immer die Reihe der Factoren A, B, . . . A^, B„, C 
bezeichnet, die drei entsprechenden Ebenen: XiR, x^R, x^R. Die letzteren 
Ebenen gehen durch die Gerade C, und da A und C nicht in einer und 
derselben Ebene liegen, so können die entsprechenden Ebenen XiA und x^R^ 
x'^A und X2R, X3A und x^R nicht zusammenfallen. Die Durchschnittslinien 
dieser drei Paare entsprechender Ebenen seien 6^1, 6^21 ^39 so schneiden 
diese drei Geraden jede der beiden Geraden A und C, und keine zwei jener 
drei Geraden können in einer und derselben Ebene liegen, weil sonst auch 
A und C in dieser Ebene liegen müfsten; gegen die Annahme. 

Jetzt lege man durch die drei Geraden G^i, 62^ G^ eine beliebige, 
aber von A und C verschiedene Gerade B', welche jene Geraden beziehlich 
in den Puncten ^1, ^29 ^3 schneiden mag, so läfst sich leicht zeigen, dafs 
die Oberflächen 

(1.) xRx == Ö und 

(c.) xABVx = 

dieselbe Oberfläche darstellen. Denn die Ebenen XiA und XiR enthalten 
beide die Gerade G^^ also auch den Punct ffii sie sind also, da die Gerade 
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JV mit A und mit C keinen Punct gemein hat, also auch ßi weder in A 
noch in C liegt, beziehlich mit ßxA und ßiC congruent. Setzt man äaeh 
in den AusdrQcken xA und xAB'C, durch deren gegenseitigen Durchschnitt 
die Oberfläche (c.) entsteht, statt x den Punct y^, so wird xA^g^A und 
xAB'C ^ ffiAB'C^ßiC, da ffi in B' liegt. Dasselbe gilt, wenn man ^2 
oder ^3, statt g^ setzt. Also sind die drei Ebenenpaare ßiA und ßiC, 
4^2 A und ^2^^ SiA und .^3^ Paare entsprechender Ebenen, sowohl in den 
EbenenbQscheln, welche die Oberfläche (1.), als in denen, welche die Ober- 
fläche (c.) erzeugen, mithin sind beide Oberflächen identisch. Es hat sich 
also ergeben, dafs sich jedesmal, wenn von den Geraden A, B, . . . A„, B„, C 
keine die nächstfolgende, und auch die letzte nicht die erste schneidet, die 
Reihe der Geraden in der Gleichung (1.) auf drei Gerade A^ B', C zurQck- 
fQhren Itfst, deren keine zwei in einer und derselben Ebene liegen. Die durch 
die Gleichung (1.) dargestellte Oberfläche besteht dann aus der gesammten 
Linienschaar, welche die drei Geraden A, B\ C schneiden. 

Es mögen ferner die Geraden A und C einen Punct g gemein haben, 
ohne aber zusammenzufallen. Dann haben alle Ebenen beider BOschel, also 
auch deren Durchschnittslinien, den Punct g gemein; folglich ist dann die 
Oberfläche ein Keg^l, mit der Spitze g) und zwar, vermöge des allgemeinen 
Satzes, ein Keget zweiter Ordnung. Dieser Kegel wird durch die Spitze 
und einen nicht durch die Spitze gehenden Schnitt bestimmt. Legt man nun 
eine Ebene a^ die nicht durch die Spitze des Kegels geht, durch die beiden 
projeclivischen Ebenenbüschel hindurch , so entstehen in dieser Ebene a zwei 
projectivische ebene Strahlenbfischel, deren gegenseitiger Durchschnitt der 
Kegelscbnitt ist, in weichem der Kegel von der Ebene a geschnitten wird. 
Es seien a und c die Puncte, in welchen die Axen A und C die Ebene a 
schneiden, und es sei die planimetrische Gleichung des Kegelschnitts: 

xaDeFcx = 0, 
so ist, wie man leicht sieht, die Gleichung des Kegels: 

I xgaD{ge)F{gc)x = 

(ö.) { oder 

( xADEFCx = 0, 

wenn man ge^E setzt Es zeigt sich also, dafs jeder Kegel, dessen Spitze 
g ist, durch eine Gleichung von der Form (1.) mit 5 Geraden sich darstellen 
Iftfst, von denen die erste und die letzte durch den Punct ^ gehen; wie auch 
umgekehrt, dafs jede Gleichung von dieser Form einen Kegel darstellt. In be- 

6» 
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sondern Fftllen kann der vorher betrachtete Kegelschnitt in zwei gerade Linien* 
serfallen; dann zerfallt der Kegel in zwei Ebenen, und die Anzahl der Geraden 
Ififst sich dann anf drei reduciren; wie wir .es oben sahen. 

, Endlich werde der letzte Fall betrachte^ wo die beiden Axen A nnd C 
zusammenfallen. Dann nimmt die Gleichung (1.) die Form 

xAB ... A„B„Ax = 

an. Man sieht sogleich, dafs wenn dieser Gleichung irgend ein aufserhalb 
der Geraden A liegender Funct x genfigt, auch jeder in der Ebene xA 
liegende Funct ihr genugthun mufs. Wir haben also nur die sSmmtlichen 
Puncto X einer Geraden, die mit A nicht in einer und derselben Ebene liegt, 
z.B. B„ zu suchen, welche der obigen Gleichung genOgen. Liegt aber x 
in B„, so ist. xAB . . . A„B„Ax^xAB . . . A„x.B„Af wie sich aus den 
Gesetzen der stereometrischen Multiplication (§. 3.) ergiebt. Da aber B^ 
und A nicht in einer und derselben Ebene liegen, also ihr Froduct B^A nicht 
Null ist, so darf man diesen Factor nullter Stufe ganz weglassen, und erhflit 

xAB ... B^^^A^x = 0. 

Diese Gleichung stellt eine Oberfläche zweiter Ordnung dar. ■. Die 
Puncto, welche dieselbe mit B^ gemein hat, sind die gesuchten Puncto, und 
die Ebenen, welche diese Puncto mit A verbinden, bilden die durch die ge- 
gebene Gleichung (1.) dargestellte Oberfläche. Nun können aber vier ver- 
schiedene Falle vorkommen. Entweder die Gerade B^ liegt ganz in der zu. 
Hülfe genommenen Oberflflche, oder sie hat zwei Puncte mit ihr gemein, 
oder einen, oder keinen. Im ersten Falle genfigt jeder Punct x der Glei- 
chung (1.); im zweiten Falle zerfällt die Oberfläche (1.) in die Ebenen, 
welche durch A und die beiden Durchschoittspuncte gelegt sind; im dritten 
Falle fallen die beiden Ebenen zusammen; im vierten Falle endlich genOgt 
kein aufserhalb der Axe A liegender Punct der Gleichung (1.)» Die Ober- 
fläche besteht dann aus einer conjugirten Geraden. 

Nur der letzte Fall zeigt sich hier als ein neuer. Wir können diesen 
Fall durch die Gleichung xA = ausdrflcken. Aber diese Gleichung ist keine 
stereometrische. Es läfst sich der Fall durch eine stereomelrische Gleichung 
von der Form 

xADEFAx = 

ausdrücken, wenn hier nämlich die Gerade F" so angenommen wird, dafs sie 
mit der durch die Gleichung xADEx = dargestellten Oberfläche keinen 
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Panot gemein hat. Aber anf weniger als fünf geradlinige Factoren Ififst sich 
die Gleichang in diesem Fall nicht bringen, da xÄDAx = eine Gleiöhnng 
ist, welcher dnrch jeden Panct x genflgt wird. 

§.5. 

Die Gesammtheit der durch die stereometrische Gleichung zweiten Grades darstellbaren 
Oberflächen; nebst ihren normalen Gleichungen. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades stellte, wenn sie nicht 
den veränderlichen Funct x ganz unbestimmt liefs, stets eine geradlinige 
Oberfläche dar. Wir haben nun im vorigen Paragraph gesehen, dafs sich 
folgende fünf Gattungen geradliniger Oberflächen ^weiter Ordnung durch ste- 
reometrische Gleichungen zweiten Grades darstellen lassen: 

1} Die hyperbolische geradlinige Fläche zweiter Ordnung; d.h. das ein- 
schalige Hyperboloid, und das hyperbolische Paraholold, 

2) Der Verein zweier verschiedener Ebenen, 

3} Der Verein zweier zusammenfallender Ebenen. 
In diesen drei Fällen liefs sich die stereometrische Gleichung auf die Form 

xABCx = 
bringen. Diese Form stellte die erste Fläche dar, wenn von den drei Geraden 
A, B, C keine zwei in einer und derselben Ebene liegen ; die zweite Fläche, 
wenn zwei jener Geraden sich schneiden und die dritte Gerade weder in der 
Ebene der beiden ersteren liegt,, noch durch ihren Durchschnittspunct geht; 
die dritte Fläche endlich, wenn die drei Geraden A, B, C in einer und der- 
selben Ebene liegen, aber nicht durch einen und denselben Punct geben ; 

4) Der Kegel zweiler Ordnung, 

5) Die conjugirte Gerade. 

In diesen zwei Fällen liefs sich die stereometrische Gleichung auf die Form 

xABCDEx = 
bringen. Diese Form stellte den Kegel dar, wennn A und E sich schneiden, 
und weder eine der vier Geraden A, B, C, D Axe nächst folgende Gerade 
schneidet, noch auch jeder Punct der Ebene a, in welcher A und E liegen, 
der Gleichung genügt. Der letzt erwähnte Fall tritt, vCie man leicht sieht, dann, 
und nur dann ein, wenn die Gerade C so liegt, dafs sie die Gerade aB{aD) 
schneidet. Endlich stellte diese Form die conjugirte Gerade dar, wenn A 
und E zusammenfallen und die Gerade D die Oberfläche, welche durch die 
Gleichung xABCx=iO dargestellt wird, gar nicht trifft. 
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Die aufgesteliten fflnf Gattungen geradliniger Flficheu zweiten Grades 
haben die Eigenthömlichiceit, dars jede Flache, welche einer dieser Gattungen 
angehört, sich aus jeder Fläche derselben Gattung, aber aas keiner Fläche 
einer andern, durch Collineatioit ableiten l&fst. Daraus folgt, dafs wenn sich 
eine dieser Flächen durch eine stercometrische Gleichung zweiten Grades 
darstellen Ufst, auch jede andere Fläche derselben Gattung auf gleiche Weise 
dargestellt werden l^ann, indem man nur statt der geraden Linien, welche in 
der Gleichung jener Fläche vorkommen^ die geraden Linien desjenigen colli- 
nearen Systems setzen darf, in welchem statt der ersteren Fläche die zweite 
als jener enlsprechend sich zeigt Da nun jene fOnf Gattungen die gerad- 
linigen Flächen zweiter Ordnung vollständig umfassen, so folgt Nachstehendes : 
„Jede geradlinige Fläche zweiler Ordnung läfst sich durch eine stereo- 
metrische Gleichung zweiten Grades darstellen; wie auch umgekehrt jede 
Gleichung der letzteren Art eine Fläche der erstem Art darstellt. "" 

StetUn, im Juli 1852. 
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5. 



Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades, 
und die dadurch erzeugten Oberflachen. 

(Von dem Herrn Fror. H. Grafsmann, Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin.) 



§. 1. 

Die verschiedenen Formen der stereometrischen Gleichungen dritten Grades. 

lliioe slereometrische Gleichung, welche in Bezug auf den veränder- 
lichen Puncl X vom dritten Grade ist, hat die Form eines gleich Null ge- 
setzten Products nullter Stufe, welches den Punct x dreimal als Factor enthält. 

In diesem Prodncte iäfst sich nach den in der zweiten Abhandlung 
(Stereomelr. Mulliplication §. 5.) entwickelten Gesetzen der stereometrischen 
Multipiication , jeder beliebige Factor auf die letzte Stelle schaffen; und zwar 
80, dafs er von keiner Klammer mehr umschlossen wird: also Iäfst sich na- 
mentlich auch einer der drei Factoren x auf die letzte Stelle bringen. Dann 
nimmt das Product die Form ABRx an, in welcher A und B Producte sind, 
die den Punct x nur einmal als Factor enthalten, und wo R eine Reihe con- 
stanter Factoren ist, welche fortschreitend verknüpft werden sollen. 

Bezeichnet man durch R' die umgekehrte Reihe von Factoren, so kann 
man, nach den am angeführten Orte entTvickellen Gesetzen der stereometrischen 
Multiplication, statt des Products ABRx auch AB{xR') setzen, und das Product 
besteht nun aus drei Factoren, deren jeder den Puncl x einmal als Factor 
enthält. Da das Product von nullter Stufe sein soll, so mufs die Summe der 
drei Stufenzahlen der Factoren durch 4 theilbar sein ; und da jede Stufenzahl 
gröfser als Null und kleiner als 4 ist, so kann die Summe derselben nur ent- 
weder -4, oder 8 sein. Im ersten Falle sind die Stufenzahlen 1, 1, 2, im 
zweiten 3, 3, 2. In beiden Fällen ist einer der drei variablen Factoren von 
zweiler Stufe. Dieser Factor zweiter Stufe kann entweder ein Product zweier 
Puncto, oder ein Product zweier Ebenen sein ; und zwar mufs von den Factoren 
des Products, da dasselbe x nur einmal enthält, der eine constant, der andere 
variabel sein. Bringt man den constanten Factor auf die letzte Stelle des 
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Products, so erhalt man folgende 4 Schemata: 

1111, 1133, . 3311, 3333; 

wo in jedem Schema die drei ersten ZiflTern der Reihe nach die Stufenzahlen 
der drei variablen Factoren y wie sie bei der letzten Umgestaltung hervor- 
gingen, bezeichnen, während die letzte Ziffer die Stafenzahl des conslanlen 
Factors ist. Es ergeben sich demnach folgende 4 Gleichungsformen: 

pr^a = , praa = , Gi^jJia. = , COffaa = ; 

wo p, r, H variable Puncte, üü, q, a variable Ebenen sind, a ein constanter 
Funct, a eine constante Ebene ist, und wo jedes der variablen Elemente ein 
Producl ist, welches x nur einmal, und zwar verbunden mit einer Reihe fester 
Elemente enthält. 

Nun habe ich gezeigt (S. Abb. 3. §.3), dafs man, wenn üt mit einer 
Reihe fester Elemente multiplicirt ist, und das Product einen Punct oder eine 
Ebene giebt, statt jener Reihe entweder eine Reihe abwechselnder fester Puncte 
und Ebenen, die mit einem Punct beginnt und mit einer Ebene schliefst, oder 
eine Reihe fester Geraden setzen kann; und zwar in dem Sinne, dafs die 
substituirte Reihe bei jedem beliebigen x dasselbe Producl giebt, wie die 
ursprOngliche. Die Reihe der festen Geraden, mit dem Puncte x fortschreitend 
verbunden, giebt eine Ebene, oder einen Punct, je nachdem die Anzahl der 
Geraden gerade oder ungerade ist; .wohingegen die Reihe der abwechselnden 
Puncte und Ebenen, da sie mit einem Punct beginnt und mit einer Ebene 
schliefst, stets wieder einen Punct als Product liefert. Ist nun 9t (oder % 
oder dt}) eine Reihe fester Elemente, deren Stufenzahlen eine durch 4 theil- 
bare Summe haben, und zwar entweder eine Reihe abwechselnder Puncte 
und Ebenen, die mit einem Puncte beginnt und mit einer Ebene schliefst, 
oder eine Reihe gerader Linien, deren Anzahl gerade ist, und bedeutet 9t, 
dafs das Element x fortschreitend mit den Elementen der Reihe 9t multiplicirt 
werden soll, so läfst sich jede der Gröfsen p, r, s in der Form xdt dar- 
stellen, und jede der Gröfsen W, (), a in der Form x3iA, wo A eine Gerade 
ist, und daher auch 9t eine Reihe von Geraden bezeichnet. Setzt man 
/y==x9t, r = j79li, s = x%^ (ö^xdtA, (f^x%Ai^ a^xdt2^2^ so 
ergeben sich die vier Gleichungsformen 

(1.) ar9t(j:gt|)(j?9tO« = 0, (3.) xdt{xm,){xm,A,)a = 0, 

(2.) xfRA {xdti A,) {x% A2) a = 0, (4.) xfRA {xfR, A,) (xdia) « = 0. 
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Hierbei mufs man wohl merken, dafs die Reihen 9t, St^, ^^^ da die 
Sfufenzahlen ihrer Factoren jedesmal eine durch 4 theilbare Summe geben, 
die Stufenzahl der Gröfse, mit der sie verbunden sind, unverändert lassen; 
dafs sie Terner Qberall, wo zu ihnen keine feste Gerade mehr hinzutritt, so- 
wohl Reihen abwechselnder fester Puncto und Ebenen, als auch Reihen fester 
Geraden darstellen können; dafs sie hingegen, wo noch eine feste Gerade 
hinzutritt, jedesmal Reihen fester Geraden darstellen sollen. Die beiden ersten 
Gleichungen, in Worte gefafst, geben folgende Sätze: 

1. Wenn ein Punct x Anfangspunct dreier offener Figuren ist, und 
die Ebene, welche die End-Ecken derselben verbindet, durch einen festen 
Panct (n) geht, wahrend in jeder offenen Figur entweder die Seiten durch 
feste Puncte gehen, und die Ecken .in festen Ebenen liegen, oder aber die 
Seiten und Ecken von festen Geraden getroffen werden: so beschreibt der 
Anfangspunct x eine Oberfläche dritter Ordnung. 

2. Wenn ein Punct x Anfangspunct dreier offener Figuren ist, deren 
drei Endseiten sich in einem und demselben Puncte einer festen Ebene {d) 
begegnen, und alle Ecken und Selten der drei offenen Figuren von festen 
Geraden getroffen werden: so beschreibt der Anfangspunct ;r eine Oberfläche 
dritter Ordnung. 

Bestehen insbesondere die Reihen in Formel (1.) nur aus je einem 
Punct und einer Ebene, in Formel (4.) aus je zwei Geraden, so erhSlt man 
folgende Specialsätze: 

^Wenn die Grundfläche eines veränderlichen Tefrneders und die an 
der Spitze liegenden Kanlen desselben durch feste Puncte gchen^ während 
die Ecken der Grundfläche in festen Ebenen liegen: so beschreibt die 
Spitze des Tetraeders eine Oberfläche dritter Ordnung.'' 

jyWenn von den beiden Spitzen einer dreiseitigen Dop/ßelpjj/ramiäe 
die eine in einer festen Ebene liegt, während die an den Spitzen lie- 
genden Kanten, so wie die Ecken der gemeinschaftlichen Grundfläche 
von festen Geraden getroffen werden: so beschreibt die andere Spitze 
eine Oberfläche dritter Ordnung.^' 
Da wir die vier aufgestellten Gleichungsformen auf die beiden ersten redu- 
ciren werden, so ist es nicht nöthig, auch die beiden unsymmetrischeren 
Gleichungsformen (3. und 4.) in Worte zu fassen. 

Grelle*» Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 1. 7 
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S. 2. 

RedocUon der vier Gleichongsformen auf die ersten beiden Formen. 

Beseichnet man in der Gleichnng (3.) die Gerade ^9l(^9li) mit Y 
und den Punct orSls mit r, so nimmt die Gleichnng die Form 

Y{rAa)a = an. 

In dem Prodncte FCrJs«) kann man (S. stereom. Hnit. §. 5.)9 da 
es von nollter Stnfe ist und ans drei Factoren besteht, die letzten beiden in 
Klammern schliersen, nnd erhalt: 

= Y(,rA,a). 

Nun sei a der Panel, in welchem die Gerade A^ die Ebene a schneidet, und 
(h irgend ein von a verschiedener Punct in A^^ also ila^OiA* Dann wird 

rA^a ^ roiüa. 

Da der Factor a in a liegt, so kann man (S. stereom. Halt. %. 4.) diese bei- 
den Factoren vertauschen, und erhält rA2CL^r2aa, also: 

= Y(ra2aa). 

Hier lAfst sich wieder a, als letzter Factor, aus der Klammer herausrQcken, 
und man erhAlt: 

= Y(ra2a)a. 

Da endlich roj« einen Punct darstellt, welcher aus x durch Hultiplication mit 
einer Reihe fester Elemente hervorgegangen ist, so kann man ihn in der 
Form acdin darstellen. Substiluirt man Dies, und setzt zugleich statt Y seinen 
Werth, so erhalt man die Gleichungsform (1.). 

In der Gleichung (4.) wollen wir xfft^p, xffti^p^^ xdii^^p^ setzen; 
dann giebt dieselbe: 

pA(piAi)p2a = 0. 

Es wird hier zu unterscheiden sein, ob sich die Geraden A und Ai 
schneiden, oder nicht. 

Angenommen zuerst, sie schneiden sich nicht, so drfickt //J(;i|J[i) die 
Dnrchschnittslinie der beiden Ebenen pA und piA^ aus, die ich mit Y be- 
zeichnen will, so dafs 

Y^pA{piAi)^ und F/i2« = 

ist. Es genügt zwei Puncto dieser Geraden Y zu kennen. Es ist klar, dafs der 
Punct pAAi^ d. h. der Punct, in welchem die Ebene pA die Gerade Ai 
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schneidet, sowohl in der Ebene pA, als ancb in piAi liegt; also auch in der 
Darehschnittslinie Y beider Ebenen. Dasselbe gilt von dem Panote pA^A. 
Beide Puncto sind, da der eine in Ji, der andere in^l liegt, und A und A^ 
keinen Punct gemein haben, von einander verschieden ; also ist Y ihrem Pro- 
ducte congruent, mithin 

Y = pAA,{p,A,A). 

Setst man diesen Werth in die Gleichung 17^2^ = 0, und giebt dann dem 
pAAi^ was einen Punct darstellt, die Form ar9l, und dem piA^A die Form 
j?9t|, so erhflll man: 

xmix9ti)(xdt2)a = 0; 

was die Form (1.) ist. 

Angenommen, zweitens, A und ^i schneiden sich in einem Puncto e. 
Dann sei A^c, Ag^cbi^ und man erhalt 

pcb{p^cb^p^a = 0. 

Das Prodnct pcb(piebi) stellt die Durchschnittskante der beiden Ebenen peb 
und picbi dar, also eine durch e gehende Linie. Sie werde gleich ee ge~ 
setst, also ec ^ pcb(picbi)^ sep2a=0. 

Es sei nun a irgend eine constante Ebene, die jedoch nicht durch e 
geht, so lassen sich, da dann ca nicht Null ist, £u dem Producte nuUter 
Stufe ecp2a noch die Factoren c und a hinzufOgen; also wird 

eep^fi ^ ecp2a.ea. 

Hier kann man in dem Product der vier Puncto sep^a die beiden ersten and 
die beiden letzten Factoren zusammenschliersen, indem man {ee)(p2a) scbreibL 
Tritt nun hier noch der Factor c hinzu, so liegt derselbe in dem ersten 
Factor #r; folglich kann man (S. slereom. Hult. $. 4.) c mit deqi zweiten 
Factor p2a zusammenschliefsen , und erhtlt 

8cp2a ^ Mc(p2ac)a^ 

also, indem man statt ec seinen Werth setzt: 

= pcb{pieb{){p2ae)a; 

weiche Gleichung die Form (2.) hat. Demnach haben wir alle stereometri- 
schen Gleichungen dritten Grades auf die Formen (l.^und 2.) reducirt 
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§. 3. 
Lineale Construction der Oberflachen dritter Ordnung. 

Die durch stereoinetrische Gleichnngen drillen Grades dargestellten 
Oberflächen hissen sich lineal constrniren; d. h. , es iäfst sich mittels des 
einzigen Postulates ^Drei Puncte durch eine Ebene zu verbinden"' jeder Puncl 
einer solchen Oberfläche construiren. 

In der That sei in der F^ormel (1.) das Producl 

gesetzt, so verwandelt sich die Formel (1.) in 

(J.) (fu = 0. 

Setzt man noch die Puncte x9l, xdti^ xfR2 beziehlich p, p^^ p^^ so verwan- 
delt sich die Congruenz (</.) in ppiP2 ^ (p. Muitiplicirt man dieselbe auf beiden 
Seiten mit /;, so erhält man, da pp^p^p^O ist, O^pcp, d.h. 0==x^(p. 
Es ergiebt sich auf diese Weise: 

(c.) == xyt<p = x% <p = jr9l2 y- 

Diese Gleichungen lassen sich (S. stereom. jMult. §. 5.) umkehren , und man 
erhalt: 

(ö.) == r/) m'x = (pm[x = (fSRix ; 

wenn nämlich fR\ 9t|, "Sii die durch Umkehrung aus 9i, 91,, 9^2 hervorge- 
henden Factorenreihen sind. 

Diese Gleichungen führen nun unmittelbar zu der gesuchten Construclion. 
In der That sei tp eine beliebige, durch- den Punct a gelegte Ebene, und es 
seien die Ebenen r;)9l', fp9t{, ^91^ construirt, so ist der Durchschnittspunct 
dieser drei Ebenen, oder, falls sie mehrere Puncte gemein haben, jeder den 
drei Ebenen gemeinschaftliche Punct {x) ein Panct der Oberfläche dritter 
Ordnung. In der That: ist x den drei Ebenen gemein, so genügt x den 
Gleichungen (d.)? »I^o auch den umgekehrten (c), und mithin liegen die 
Puncto//^ /^i, p2 in tp; d.h., wenn nicht p.pi.p^ Null ist« so ist (p=^pp^p^. 
Man erhält also, da tp durch a geht, in allen Fällen: 

ppiP2a = 0^ d.h. xm(x%){xm2)a=^0; 

d. h. X ist ein Punct der Oberfläche. Jeder durch a gelegten Ebene entspricht 
also, wenn (pfR\(pfft'i.(pffii nicht Nnll ist, ein bestimmter, lineal construirbarer 
Punct der Oberfläche, und wenn jenes Product Null wird, so entspricht der 
Ebene (p die Gesammtheit der in einer Geraden (der Darchschnittslinie der 
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drei Ebenen) liegenden Puncte, oder, falis die drei Ebenen zusammenfallen, 
entsprechen ihr die sammtlichen Puncte dieser Ebene, und jene Gerade oder 
diese Ebene liegen dann ganz in der Oberfläche. Umgekehrt giebt es zu jedem 
Puncte X der Oberfläche mindestens eine Ebene q), aus welcher er sich lineal 
construiren läfst. Denn vermöge der Gleichung der Oberfl&che ppiP2^ = 
lafst sich stets fQr jedes x, was dieser Gleichung genQgl, durch die Puncte 
P> Pi^ /^2 9 ^ mindestens eine Ebene legen. Wird dieselbe mit (p bezeichnet, 
so sind p(p, pi(p, p2(p gleich Null, also auch (pfR'x, <p3t[x, <pdt2x; d.h. der 
Punct X wird aus der angenommenen HQlfs-Ebene (p construirt. Hierdurch ist 
also die lineale Construirbarkeit der Oberfläche dritter Ordnung völlig dargethan. 
Man betrachte die Gleichung (4.) 

(4.) xfRA (xfRi A,) {xm2 A2) a 
und es sei 

( xdiA £^ G), xfRi ^1 E= (Di , xJRj A2 ^ ©2 

(rt.) und 

Dann verwandelt sich die Gleichung (4.) in 

(Ä.) ya = 0. 

Mnltiplicirt man die Congruenz (n.) auf beiden Seiten nach und nach mit 
iö, a>i, (D2, so ergiebl sich: 

= (Dy = (öiy = Wjy, d. b. 



^ "^ }0^xmAy = xmiAiy^xm2A2y,* 
also auch umgekehrt: 

= yAm'x=yAifR[x = yA2%x; 
wo wiederum dV, Sil, % aus 91, 9ti, % durch Umkehrung hervorgehen. 

Es sei also y ein beliebiger Punct in der Ebene a und die Ebenen 
yA3t\ yAifR'i^ y^9{2 seien construirt, so ist jeder Punct x, welcher in 
diesen drei Ebenen liegt ein Punct der durch die Gleichung (4.) dargestellten 
Oberfläche. Umgekehrt: wenn x ein Punct jener Oberfläche ist, so ist fflr 
ein solches x das Product (i)a>ia]f2<x = 0. Es haben also die vier Ebenen 
iS, ID|, (»29 tt mindestens einen Punct gemein. Derselbe sei y; dann sind 
a>y, (Biy, (Qiy gleich Null, also auch yA^Kx, yA^U[x, yu429lj'j: sind Null, 
d. h. X liegt in den drei Ebenen yA'St', yA^%^ yA2'Si". Also läfst sich 
jeder Punct x der Oberfläche aus einem Punct y der Ebene a auf die ange- 
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gebane Weise lineal constroiren ; ond umgekehrt liefert jeder in der Ebene a 
liegende Punct y mittels der angegebenen Constrnction einen Ponct der 
OberflflCi'.e 

Es ist also die lineale Construirbarkeit aller darch siereometrische 
Gleichungen dritten Grades dargestellten OberflAchen nachgewiesen, und die 
Construction angegeben. 

«.4. 
Projectiviscbe Beziehung zwischen Ebenen und rdumlichen StrahlenbQscheln. 

Bei den stereometrischen Gleichungen zweiten Grades iiers sich Alles 
auf die fortschreitende Multiplication mit einer Reihe von Geraden zurflck- 
fahren. Es traten daher nur puoctirte Gerade und EbenenbOschel erster Stufe, 
Oberhaupt nur Gebilde erster Stufe hervor. Bei der stereomelriscben Gleichung 
dritten Grades tritt zum ersten Male der veränderliche Punct mit einer Reihe 
von Puncten und Ebenen so in Verbindung, dafs Gebilde zweiter Stufe sich 
ergeben. Verfolgt man fortschreitend das Product xuahß . . . , so stellt xa 
einen rftumlicben StrahlenbOschel mit dem Mittelpunct a dar, xaa eine puuctirte 
Ebene, welche mit jenem StrahlenbOschel perspectivisch ist, xaah einen rfinm* 
lichen StrahlenbOschel mit dem Mittelpunct b, welcher mit dem ersten Strahlen- 
bOschel perspectivisch ist, indem die puuctirte Ebene a ihren perspectivischen 
Durchschnitt darstellt; xaabß ist eine punctirte Ebene, welche mit der punctirten 
Ebene a perspectivisch und mit xa projectiviscb ist. So wird man Ober-* 
haupt je zwei dieser Gebilde (räumliche StrahlenbOschel und punctirte Ebenen) 
zu einander projectiviscb nennen können, wenn man eins aus dem andern 
durch Multiplication mit einer Reihe abwechselnder fester Puncto und Ebenen 
ableiten kann. Doch setzen wir stets voraus, dafs keins der aufeinander 
folgenden festen Elemente mit einem Nachbar-Elemente vereinigt liegen darf 
(also der Punct nicht in der vorhergehenden oder folgenden Ebene). Es 
leuchtet ein, dafs diese Beziehung gegenseitig ist; so z.B. wenn aus xa das 
Gebilde xaabßc ^ eye abgeleitet ist, so geht das ursprOngliche Gebilde durch 
die rOckgflngige Gombination hervor, nämlich xa=:ycßbaa. Analytisch be- 
trachtet beruht die Gegenseitigkeit auf dem Gesetze, dafs ABrB^AB ist, 
wenn die Stufenzahlen von r und B zusammen 4 betragen und diese beiden 
Elemente nicht vereinigt liegen. Aus diesem Gesetze nämlich, welches frOher 
(Stereom. MulL §.4.) nachgewiesen wurde, folgt sogleich durch wiederholte 
Anwendung: 

ABB| • • • B^FB^ , • • B|B ^= AB, 



tf. GrmfsmmHH, die siereometr. Gl S^ Gr. u. die dadurch dargest nüchea. 55 

wenn die Stafeosahlen je zweier aafeinander folgender Pactoren B, B|, . . . B^^ r 
losammeo 4 betragen. Hierin liegt dann anmittelbar die Gegenseitigkeit der 
ProjectivitSt. 

Betrachtet man nun swei projectivische punctirte Ebenen, so ist klar, 
dafs dreien Pancten der einen Ebene, welche in gerader Linie liegen, auch 
drei in gerader Linie liegende Puncto der andern entsprechen. Denn dreirn 
in gerader Linie liegenden Puncten einer Ebene werden in dem perspectivischen 
StrahlenbQschel drei in einer und derselben Ebene liegende Strahlen ent- 
sprechen, und diesen wiederum in der mit jedem StrahlenbOschel perspecti- 
vischen Ebene drei in gerader Linie liegende Puncto; und so fort Es sind 
also die projecti vischen Ebenen zugleich emander collinear. Sind daher 4 
Puncto in der einen Ebene, von denen jedoch keine drei in gerader Linie 
liegen, vier derselben Bedingung unterworfenen Puncten der andern ent- 
sprechend, so ist dadurch nothwendig zu jedem fOnften Puncto der einen Ebene 
der entsprechende der andern bestimmt. 

Der Beweis dafOr, dafs man auch in der That 4 beliebige Puncto in 
einer Ebene (von denen jedoch keine 3 in gerader Linie liegen) 4 solchen 
in einer andern projectivisch entsprechend setzen könne, ergiebt sich aus der 
Lösung der Aufgabe: Vier beliebige Puncto einer Ebene a (von denen keine 
3 in gerader Linie liegen) aus 4 beliebigen (derselben Bedingung unter- 
worfenen) Puncten einer andern Ebene «i durch Hultiplication mit einer Reihe 
abwechselnder fester Puncto und Ebenen abzuleiten. 

Es seien a, b, c, d die 4 Puncto in a und ai, 6|, Ci, di die in «i. 
Verbindet man zwei entsprechende Puncto a und Hi durch eine Gerade, und 
nimmt in ihr einen beliebigen Punct Oj an, der jedoch nicht mit a^ zusammen- 
fallt, legt dann durch a eine beliebige Ebene 1729 die jedoch nicht mit a zu- 
sammenfällt, und multiplicirt die Puncto ai, 61, Ci, di fortschreitend mit 02 
und 1x2, so erhält man 4 Puncto 1129 ^39 ^29 ^2, von denen »2 mit a zusam- 
menfällt. Jetzt ziehe man die Geraden ab und cd und nenne ihren Durch- 
schniitspunct e, ziehe dann die entsprechenden Geraden 02^2 und 03^2, und 
nenne ihren Durchscbnittspunct €2. Da nun ab und 11362 sich in n schneiden^ 
also in einer und derselben Ebene liegen, so werden auch die Geraden bbn 
und €02 sich schneiden. Ihr Durchscbnittspunct sei Oy. Jetzt lege man durch 
ab eine beliebige Ebene «3, welche jedoch nicht mit a zusammenfällt, und 
multiplicire die Puncto 1I2, 629 ^29 ^29 ^29 fortschreitend mit a^ und 03, so 
erhält man fünf Puncto 1I3, 63, C3, d^^ «3, von denen drei, in gerader Linie 
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liegende, nämlich Hj, 63, «3, mit den entsprechenden Puncten a, b, e zusammen- 
fallen, und von denen auch die Puncte C3, ^3, e^ in gerader Linie liegen, 
weil die entsprechenden c,, ^2, ^2 >n gerader Linie lagen. Nun ziehe man 
endlich die Geraden cc^^ ddz. Dieselben werden sich, da sich die Geraden cde, 
und r3d3i'3 in dem Puncte ^ ^^ ^3 schneiden, gleichfalls schneiden mQssen; ihr 
Durchschnitt sei a^. Mulliplicirt man nun die Puncte ^3, 63, ^3, d^ fort- 
schreitend mit 1I4 und a, so fallen die so hervorgebenden 4 Puncte mit 
/ij b, c, 8 zusammen. Also ist 

a,b, c, 6 EE= (//i , *j , Ci , dl) «2 «2 «3 «3 «4«. 
Es Idfst sich sagen, dafs nach dieser Formel die Puncte a, b, c, 8 
aus 01, ^1, C|, 81 durch dreimalige Projection hervorgehen, indem die Puncte 
zuerst durch den Punct /Vj »uf die Ebene €^2 projicirt sind, dann die so her- 
vorgegangenen Projectionen durch den Punct a^ auf die Ebene «3, und dafs 
diese Projectionen scbliefslich durch a^ auf a^ projicirt sind. Dann ergeben 
sich aus der vorstehenden Auflösung und durch Reciprocitäl folgende Sdize: 

1. Vier beliebige Puncte einer Ebene, von denen keine 3 in gerader 
Linie liegen, lassen sich aus beliebigen 4, derselben Bedingung unterworfenen 
Puncten einer andern Ebene durch drebnalige Projection ableiten. 

2. Wenn insbesondere ein Punct der einen Gruppe mit dem ent- 
sprechenden der andern zusammenfällt, so lassen sich die Puncte der einen 
Gruppe aus denen der andern durch ziveimalige Projection ableiten. 

3. Wenn endlich 2 der ersten 4 Puncte mit zweien entsprechenden 
der andern zusammenfallen, und die geraden Linien, welche die beiden Obrig 
bleibenden Puncte jeder Gruppe verbindoru sich schneiden: so lassen sich die 
einen 4 Puncte aus den andern durch ehiwalh/e Projection ableiten. 

4. Vier beliebige, durch einen I'unct gehende Ebenen, von denen 
keine 3 dieselbe Kante gemein haben ^ lassen sich aus beliebigen vier, der- 
selben Bedingung unterworfenen Ebenen dnrcii dreimalit/e Projection ableiten 
I wobei ich den Ausdruck Projection auch auf die reciproke Ableitungsweise 
übertrage]. 

5. Wenn dabei ein Paar entsprechender Ebenen zusammenfällt, so 
lassen sich die einen aus den andern durch zweimalige Projection ableiten. 

6. Wenn dabei zwei Paare entsprechender Ebenen zusammenfallen, 
und die Durcbsehnitlskanten, in welchen sich die beiden übrig bleibenden 
Ebenen jeder Gruppe schneiden, in einem Puncte sich begegnen: so lassen 
sich die einen 4 Ebenen aus den andern durch einmalige Projection ableiten. 
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. 7. In swei Ebenen, welche projectivisch sein sollen, lassen sich be- 
liebige 4 Puncte der einen, beliebigen 4 Puncten der andern, vorausgesetst 
dals keine 3 Pancte einer Grappe in gerader Linie liegen, entsprechend setzen. 
Dann aber ist zu jedem fünften Puncte der einen Ebene der entsprechende 
der andern bestimmt. Dasselbe gilt, wenn man statt der 4 Pancte in beiden 
Ebenen 4 Gerade setzt, von welchen keine 3 durch denselben Punct gehen. 

8. Durch zwei Puncte, welche die Mittelpuncte von projectivischen 
räumlichen Strahlenbascbeln werden sollen, lassen sich beliebige 4 durch den 
einen Punct gehende Ebenen, von denen keine 3 eine und dieselbe Kante 
gemein haben, beliebigen 4 derselben Bedingung unterworfenen Ebenen, die 
durch den andern Punct gehen, entsprechend setzen; dann aber ist zu jeder 
fQnften Ebene des einen Büschels die entsprechende des andern bestimmt. 
Dasselbe gilt, wenn man, statt der 4 Ebenen, durch jeden der beiden Puncto 
4 Strahlen setzt, von denen keine 3 in einer und derselben Ebene liegen. 

9. Zwei projectivische punctirte Ebenen lassen sich stets durch drei- 
malige Projeclion aus einander ableiten. Haben sie insbesondere einen selbst- 
entsprechenden Punct, so lassen sie sich durch zweimalige Projection aus 
einander ableiten; und wenn in der Durchschnittslinie der beiden Ebenen 
3 selbstentsprechende Puncte liegen, durch einmalige Projection. 

10. Umgekehrt: Wenn sich zwei projectivische Ebenen aus einander 
durch einmalige Projection ableiten lassen, so ist in der Durchschnittslinie beider 
Ebenen jeder Punct ein selbstentsprechender. Wenn sie sich durch zwei- 
malige Projetion ableiten lassen, so haben sie einen selbstentsprechenden Punct 
(nAmlich den Punct, welchen die beiden Ebenen mit der Projections-Ebene 
gemein haben). 

It* Zwei projectivische StrahlenbOschel lassen sich stets durch drei- 
malige Projjsction aus einander ableiten. Haben sie insbesondere eine selbst- 
entsprechende Ebene, so lassen sie sich durch zweimalige Projeclion aus ein- 
ander ableiten, und wenn durch die Verbindungslinie der beiden Mittelpuncte 
3 selbstentsprechende Ebenen gehen, durch einmalige Projection. 

12. Umgekehrt: Wenn sich zwei projectivische StrahlenbOschel aus 
einander durch einmalige Projection ableiten lassen, so ist jede durch die 
Verbindungslinie ihrer Mittelpuncte gehende Ebene eine sel|>stentsprechende. 
Wenn sie sich durch zweimalige Projection aus einander ableiten lassen, so 
haben sie eine selbstentsprecbende Ebene (nAmlich die Ebene, welche durch 
die beiden Mittelpuncte und den Projeclionspunct geht). 

Cr<)lle*i Journal t d. M. iBd. XLIX. Heft 1. 8 
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Noch ergeben sich leicht die folgenden Sfitze, weiche zur Veranschau- 
lichung der projectivischen Beziehungen nothwendig sind. 

13. In je zwei projectivischen Ebenen (a und a^) giebt es mindestens 
ein Paar entsprechender Geraden, welche sich schneiden. (Es giebt deren im 
Allgemeinen mehrere; und zwar bilden in jeder Ebene die Geraden, die von den 
entsprechenden Geraden getroffen werden, die Tangenten eines Kegelschnitts.) 

B e w. Denn es lassen sich beide nach dem Satze (No. 9) durch drei^ 
malige Projection aus einander ableiten. Legt man nun durch die 3 Projec- 
tionspuncte eine Ebene a«, welche die Ebenen a und a^ beziehlich in A und 
Ji schneidet, so sind A und Ai entsprechende Geraden. Denn die fort- 
schreitenden Projectionen der Geraden Ji bleiben stets in der Ebene a«; also 
liegt auch die der Geraden Ai entsprechende in dieser Ebene, mithin im 
Durchschnitt von a« und a; d. h. ist identisch mit A. 

14. Wenn sich zwei projectivische Ebenen (a und «i) durch zwei-- 
nuitige Projection aus einander ableiten lassen, so giebt es eine Gerade von 
der Art, dafs alle durch sie gelegte Ebenen die beiden Ebenen a und «i in 
entsprechenden Geraden schneiden; und zwar ist jene Gerade die Verbin- 
dungslinie der beiden Projectionspuncte. 

15. Wenn sich zwei projectivische Ebenen durch einmalige Projection 
aus einander ableiten lassen, so schneiden sich je zwei entsprechende Geraden 
beider Ebenen; und die Ebenen, welche zwei entsprechende Geraden verbin- 
den, gehen alle dufch denselben Punct, nfimlich durch den Projectionspunct. 

Und eben so reciprok: 

16. Je zwei projectivische StrahlenbQschel haben mindestens ein Paar 
entsprechender Strahlen, welche sich schneiden. 

17. Wenn sich zwei projectivische StrahlenbQschel durch zweimalige 
Projection aus einander ableiten lassen, so giebt es eine Gerade, deren sSmmt- 
liche Puncto Vereinigungspuncte entsprechender Strahlen sind; und zwar ist 
diese Gerade die Durchschnittslinie der beiden Projections- Ebenen. 

18. Wenn sich zwei projectivische StrahlenbQschel durch einmalige 
Projection aus einander ableiten lassen, so begegnen sich je zwei entsprechende 
Strahlen in der Projections -Ebene. 

Die aufgestellten Beziehungen werden fQr die projectivische Deulung 
der Gleichungen dritten Grades geuQgen. Da diese Beziehungen, so viel ich 
weifs, bisher nirgends im Zusammenhange dargestellt sind, so glaubte ich, 
der Deutlichkeit wegen, sie hier zusammenstellen zu mQssen. 
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Die Oberfläche dritter Ordnung als Dnrchschnitt dreier projectivischer BöseheL 

Nimmt man an, dafs x in der Gleichung dritten Grades stets mit einer 
Reihe abwechselnder fester Puncte und Ebenen multiplicirt sei, so erhalt man 
eine Gleichung von der Form 

.a?9l(a?3l|)(xgflj)a = 0^ 

wo 91, 9l|, 9t2 Reihen abwechselnder fester Puncte und Ebenen sind. 

Wir haben gezeigt, dafs jeder Punct x^ welcher dieser Gleichung ge- 
nügt, sich mittels einer durch den Punct a gelegten HOlfs-Ebene q> als Durch- 
schnitt der drei Ebenen q>9t'^ 9)9t{, 9)9t^ construiren lAfst, indem nämlich 
9t\ fftU 9^ durch Umkehrung der Reihen 91, 9li, fftt hervorgehen. Ferner 
wurde gezeigt, dafs, wie auch die Hfllfs-Ebene q> durch den Punct a gelegt 
werden mag, stets der Durchschnittspunct jener drei Ebenen, oder allgemeiner, 
jeder den drei Ebenen .gemeinsame Punct (1.) genOgt. Nun stellt die Ge- 
sammtheit der durch den Punct a gehenden Ebenen q> einen EbenenbOschel 
zweiter Stnfe, und ihre Durcbschnittslinien stellen einen rfiumlichen Strahlen- 
bflschel dar. Aus diesem EbenenbOschel geht das System der f!benen ifSV 
durch fortschreitende Multiplication mit einer Reihe abwechselnder fester Ebenen 
und Puncte, also durch fortschreitende Projection hervor. Das hervorgehende 
Gebilde ist ein EbenenbOschel zweiter Stufe , ans welchem riso (nach dem 
vorhergehenden Paragraph) der ursprOngliche EbenenbOschel wiedemm durch 
* Projection abgeleitet werden kann. Die Beziehung ist also eine gegenseitige, 
d. h. beide BOschel sind zu einander projectivisch. Demnach sind die drei 
EbenenbOschel q>fft\ (pfftU V^ dem EbenenbOschel ipn projectivisch, also auch 
untereinander und wir haben folgenden Satz: 

„Der Durchschnitt dreier projectivischer EbenenbOschel zweiter Stufe 

ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 
Oder, anders ausgedrOckt: 

„Die gesammten Durchscbnittspuncte je dreier entsprechender Ebenen 

dreier projectivischer StraUenbOschel bilden eine Oberfläche dritter 

Ordnung.''' 

Sucht man, umgekehrt, wenn drei projeetivische EbenenbOschel zweiter 

Stufe gegeben sind, die möglichst einfache Gleichung ihres Dnrchschnitts, so 

kann man auf den Satz zurOckgehen, dafs zwei solche BOschel sich stets durch 

dreimalige Projection aus einander ableiten lassen. Es seien a^ Hj, Oj dib 

8» 
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Mittelponcte der drei EbenenbOschel , und €p, (pi^ (p^ eolsprecheilde Ebenen 
derselben. Da sich nan aus einem Ebenenbflschel {q>) jeder damit projectivi- 
scbe Bflscbel {(pi^ (p^) durch dreimalige Projection, also durch fortschreitende 
Hultiplication mit drei Paaren von Ebenen und Funden ableiten ISfst, so folgt, 
dafs sich (pi und (p^ in den folgenden Formen ansdrOcken lassen: 

(p = (pycßkaai^ (p^ = (pYie^ßihia^th. 

Also wenn x der Durchschnitt der drei entsprechenden Ebenen (p, 9>|, (p^ 
ist, so ist 

X = (p(pi(p2 = (p{(pr^ß^^^i)(vri^ißi^i^i^)' 

Ist X der Durchschnitt der drei Ebenen (p, 91, 9x19 oder allgemeiner 
(auch wenn die drei Ebenen eine Kante gemein haben , oder zusammenfallen), 
ein Funct, der in allen dreien zugleich liegt, so hat man: 

0= q>x, 0^=fpiX^=q>ycßbaaiX^ ^= ^2^ = VYi^ißi^i^i^^ f 
oder, umgekehrt: 

^^ = 0, j:fliaft/9cyy =5 0, xa^ctibißiCij^iq) = 0^ 
also, da die drei Functe x, xa^abßcy, xOiaibißiCi in <p liegen: 

(p ^ x{xaiabßcy)(xa2a^bißt^Ciyi). 
Die Ebene q> geht aber durch a, also hat man 

=1 (pa = x(xaiabßcy)(xa2a^bißiCiyi)a. 

Dies ist die gesuchte Gleichung, durch welche der Durchschnitt dreier pro- 
jectiviscber EbenenbOschel dargestellt ist. 

Wenn insbesondere zwei der projectivischen EbenenbOschel durch 
zweimalige Frojection aus einander sich ableiten lassen, d. b. wenn sie eine 
selbst entsprechende Ebene haben, so redocirt sich nach der so eben gege- 
benen EntWickelung die Gleichung auf die Form 

= x{xaiabß){xa2aibißiCi)^i)a. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dafs die Durchschnittslinie der Ebenen 
a und ß auf der durch die Gleichung dargestellten Oberfläche dritter Ord- 
nung liegt. In der That ist x irgend ein Funct dieser DurchBchnittslinie; 
^d. b.: liegt ;r in a und in ß, so ist xoia^x, also xoiabß^ xbß^ x. 
Mithin geben die beiden ersten Factoren obiger Gleichung denselben Funct x, 
folglich ist ihr'Frodnct gleich Null, also auch das ganze Froduct. Somit ist x, 
also jeder Funct von aß, ein Fond der Oberflfiche, d. h. die Gerade aß 
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liegt selbst auf der Oberfläche. Die Ebenen a und ß sind nnn diejenigen 
Ebenen, mittels deren die beiden ersten Ebenenbflschel {(p und (p^ aus einander 
durch Projection abgeleitet werden konnten^ Die Dnrchschnitfslinie dieser. bei- 
den Ebenen hat nach dem Satze (Nr. 17. im vorigen Paragraph) die Eigen- 
schaft, dafs in jedem Funde derselben zwei entsprechende Strahlen der beiden 
Böschel sich begegnen; weshalb sie die Colüneaüons'-Äxe dieser Bflschel 
genannt werden kann. 

Haben insbesondere je zwei der drei* projecli vischen BOschel, welche 
die Oberfläche erzeugen, eine selbstentsprechende Ebene, so ist klar, dafs die 
drei CoUineations-Axen, die zu je zweien jener BOschel gehören, in der 
Oberfläche liegen. Fallen endlich diese drei selbstentsprechenden Ebenen zu- 
sammen, d. h. fallen in der Ebene d, welche die drei Mitteipuncte der Bflschel 
verbindet, drei entsprechende Ebenen zusammen, so liegt jeder Funct jener 
Ebene d in drei entsprechenden Ebenen, und ist also ein Funct der Durch- 
schnittsflfiche; d. h.: die Durcbschniy^flfiche zerfällt in die Ebene d und in 
eine Fläche zweiter Ordnung. In dieser Fläche zweiter Ordnung mflssen 
aber die drei Collineations-Axen liegen, folglich ist die dadurch erzeugte Fläche 
zweiter Ordnung gleichfalls eine geradlinige. FOr die drei Collineations-Azen 
ergiebt sich leicht, dafs, wenn zwei derselben in einem Funct zusammentreffen, 
auch die dritte durch diesen Funct gehen mufs. Denn treffen zwei Collineations- 
Axen, z. B. die zwischen, dem ersten und zweiten, und die zwischen dem 
zweiten und dritten BOschel, in einem Functe zusammen, so begegnen sich in 
diesem Functe drei entsprechende Strahlen jener drei Bflschel, also auch zwei 
entsprechende Strahlen des ersten und dritten Bflschels ; d. h. die Collineations- 
Axe zwischen dem ersten und dritten Bflschel mufe gleichfalls durch diesen 
Funct gehen. Hieraus nun folgt dafs die Colliaeations-Axen entweder durch 
einen und denselben Funct gehen, oder sich Oberhaupt nicht treffen. Im 
ersteren Falle ist die durch sie gelegte Fläche zweiter Ordnung ein Kegel, 
im zweiten ein einfaches Hjfperbolold, oder, wenn die drei CoUineations-Axen 
mit einer und derselben Ebene parallel sind, ein hyperbolisches Parabolotd. 
in beiden Fällen wird die Fläche zweiter Ordnung durch jene drei Axen be- 
stimmt. Sind A, B, C die drei Axen, und wird angenommen, sie treffen 
nicht in demselben Functe zusammen, so ist die Gleichung des gesammten 
Durchschnitts der drei Bflschel: 

xd.xABCx == 0, 
und in Worten ausgedrückt: 
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„Wenn in der Verbindungs-Ebene der Hittelpancte dreier projectivischer 
Bfischel drei ent9pr6chende Ebenen zasammenfallen, so zerfallt die Durch- 
schnittsflache der drei Bfischel in jene Verbindungs-Ebene und in eine 
durch die drei CollineatiQns-Axen gebende Flache zweiter Ordnung/' 

Wir stellen nun noch die Aufgabe: „Die Oberflache dritter Ordnung, 
welche durch drei gegebene Punkte und durch 4 gegebene gerade Linien 
geht, als Durchschnitt dreier projectivischer Bfischel zu construiren.'* 

Die Bedingung, dafs eine Oberflache durch eine gerade Linie geben 
(d.h. diese ganz in jener liegen) soll, ist identisch mit der Bedingung, dafs 
vier in gerader Linie liegende Puncto auf der Oberfläche liegen sollen. Die 
Bedingung also, dafs sie durch vier gerade Linien gehen soll, drfickt aus, 
dafs sie 16 Puncto enthalten soll, die zu je vieren auf. 4 geraden Linien 
liegen. Diese 16* Puncto, mit den 3 ursprfinglich gegebenen, liefern eine 
Anzahl von 19 Puncten, welche zur Bestimmung einer Oberflache dritter Ord- 
nung im Allgemeinen ausreichen. Es wird also die Oberflache durch jene 

3 Puncto und 4 Gerade im Allgemeinen bestimmt werden. Es seien tf> Hi, Oa 
die 3 Puncto, A, B, C, D die 4 Geraden. Durch jene 3 Puncto und diese 

4 Gerade lege man die 12 Ebenen, so bilden diese drei Bfischel mit den 
Hittelpuncten a, Hi, Os, indem jeder Bfischel 4 Ebenen enthalt. Wir nehmen 
an, dafs die gegebenen 7 Elemente nicht eine solche besondere Lage haben, 
dafs sich durch irgend einen der drei Puncto eine Gerade ziehen lasse, welche 
drei der gegebenen Geraden schnitte. Dies angenommen, folgt, dafs von den 
4 Ebenen eines jeden Bfiscbels keine 3 sich in einer und derselben geraden 
Linie schneiden, weil sonst diese gerade Linie, gegen die Annahme, durch 
den Mittelpunct dieses Bfiscbels gehen und die 3 Geraden, durch welche die 
3 Ebenen gelegt waren, schneiden wfirde. Man kann daher (nach $. 5, 8) 
die 3 Bfischel zu einander projectiviech setzen; wobei sich die entsprechenden 
Ebenen beliebig wählen lassen. Wir setzen aA, üiA, a^A einander ent- 
sprechend; und so fiberbaupt diejenigen jener 12 Ebenen, welche jedesmal in 
einer der vier Geraden A, B, C, /> zusammentreffen. Die Dorchschnitts- 
flache dieser 3 Ebenenbfischel wird dann durch eine Gleichung von der Form 

ausgedrfickt, wo die Reihen 9lx , St, beziehlich mit a^ und a^ beginnen. Diese 
Gleichung lafst sich, da die 4 Factoren Puncto sind, auch 
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schreiben. Es ist zu zeigen, dafs die darch sie dargestellte Durchschnitts- 
flficlie die 7 gegebenen Elemente enthalt. 

Ist zaerst x^a, so wird xa = Oi ist or ^ ai oder Oa, so wird xBti oder 
ir9l2 = 0, also wird in allen drei Fallen der Gleichung genflgt, d. h. diePIfiehe 
enthält die Pnncte a, Hi, Os« Ferner, in der Geraden J^ da sie in drei ent- 
sprechenden Ebenen liegt, ist jeder Pnnct dreien entsprechenden Ebenen ge- 
mein, also ein Pnnct der Dnrchschnittsflfiche, folglich geht diese auch durch 
die Gerade A, und eben so dnrch B, C, D. Mithin ist die Aufgabe voll- 
ständig gelOset. 

§. 6, 

Deutung jeder stereometrischen Gleichung dritten Grades dnrch Projectivität. 

In dem vorhergehenden Paragraph werde nur die Gleichungsform (1.), 
und von ihr wiederum nur der Fall betrachtet, wo die in der Gleichung 
vorkommenden Reihen (91, St^, ^) von Factoren aus abwechselnden Puncten 
und Ebenen bestehen. Es bleiben also noch die Fälle zu berfickslchtigen , wo 
eine oder mehrere der Reihen nur aus Geraden bestehen. In der zweiten 
Gleichungsform bestehen, wie wir oben sahen, alle drei Reihen aus Geraden. 
Die Gleichung (1.) war: 

(1.) a?3l(a?9li)(a?9l2)a = 0. 

Es wurde gezeigt^ dafs sich jeder Pnnct x, der dieser Gleichung ge- 
nügt, als Durchschnitt dreier Ebenen ansehen läfst; mittels eines durch a 
gelegten Ebenenbfischels zweiter Stufe. Wenn nämlich q> eine beliebige Ebene 
dieses Bflschels ist, und 91', 9li,*9ti die durch Umliehr aus 91, 9li, 9t2 her- 
vorgehenden Reihen sind, so genagt der Durchschnitt der drei Ebenen (pfK^ 
9>9tn ^91^, der obigen Gleichung, und die Gesammtheit dieser Durchschnitte 
bildet die durch die Gleichung (1.) dargestellte Oberfläche. Die Ebene ^91' 
geht nun aus (p durch fortschreitende Projection hervor, und die ganze Schaar 
der Ebenen ^91' bildet einen EbenenbQschel ; und zwar entweder einen Ebenen- 
bflschel zweiter Stufe, oder erster Stufe, je nachdem 91' aus einer Reihe ab- 
wechselnder Ebenen und Puncte, oder aus einer Reihe von Geraden besteht. 
Im ersten Falle ist der letzte Pnnct jener Reihe 91' der Mittelpunct des Ebenen- 
bOschels zweiter Stufe; im zweiten Falle ist die letzte Gerade jener Reihe 
(91') die Axe des EbenenbBschels erster Stufe. In beiden Fällen ist der 
EbenenbQschel 991' durch Projection aus dem Ebenenbflschel zweiter Stufe {q>) 
abgeleitet. Im ersten Falle liefs sich rQckwärts aus dem letzteren Böschel {(p) 
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wieder der erste durch ProjectioD ableiten. Im zweiten Falle ist dies nicht 
möglich, da man durch fortschreitende Projection eines EbenenbBschels erster 
Stufe immer nur höchstens zn Gebilden erster Slnfe gelangen kann. Die 
Projectivitflt ist also in diesem Falle nicht gegenseitig. Dasselbe gilt nun von 
den Ebenenbaschein (pfRU 9%- 

Nach diesen Vorbemerkungen lassen sich die vier ans der For- 
mel (1.) fliefsenden Sätze der ProjectivitAt unmittelbar aussprechen; wobei 
wir, der Vollstfindigkeit wegen, auch noch den früher entwickelten Satz 
hinzuffigen : 

1. Der Durchschnitt dreier einander projectivischer Ebenenbflschel 
zweiter Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

2. Der Durchschnitt zweier EbenenbBscbel zweiter Stufe und eines 
Ebenenbflschels erster Stufe, von denen die ersten beiden untereinander pro- 
jectiviscb sind, der letzte aber aus ihnen durch Projection ableitbar ist, bildet 
eine Oberfläche dritter Ordnung. 

3. Der Durchschnitt eines Ebenenbflschels zweiler Stufe und zweier 
aus ihm durch Projectivitfit ableitbarer EbenenhOschel erster Stufe ist eine 
Oberfläche dritter Ordnung. 

4. Der Durchschnitt dreier aus einem Ebenenbflschel zweiter Stufe 
durch Projection ableitbarer Ebenenbflschel erster Stufe ist eine Oberfläche 
dritter Ordnung. 

Hierzu fflge ich sogleich den aus der Formel (2.) ableitbaren Satz, 
welcher sich aus ihr genau auf die entsprechende Weise ergiebt. 

5. Der Durchschnitt dreier aus einer punctirten Ebene durch Projection 
ableitbarer Ebenenbflschel erster Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Endlich lassen sich alle diese Falle in dem folgenden Satze zusam- 
menfassen. 

6. Der Durchschnilt dreier aus einem Gebilde zweiter Stufe durch 
Projection ableitbarer EbenenbUschel ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Zu der speciellen Discussion der Sfitze Nr. 2 bis 5 wQrde eine Ent- 
wickelung der projecti vischen Beziehungen zwischen Gebilden zweiter und 
erster Stufe, und zwischen Gebilden erster Stufe, die aus demselben Gebilde 
zweiter Stufe entspringen, nolhwendig sein. Diese Beziehungen sind indessen 
von so eigenthflmlicher Art, dafs ihre, auch nur nothdflrflige Entwickeinng 
einen bedeutenden Umfang haben wflrde. Nur beispielsweise will ich hier 
eine der einfacheren Beziehungen ohne Beweis aufstellen: 
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j^Aus einem beliebigen Verein von fflnf verschiedenen Pancten {a, b, c, d, e) 
einer Ebene (a), von denen jedoch keine 4 in gerader Linie liegen, Iflflit 
sich ein beliebiger Verein von 5 verschiedenen Pancten (ai, b^^ c^, di, e^ 
einer Geraden A^ durch fortschreitende Projection ableiten; vorausgesetzt je- 
doch, dafs keine 4 Puncto des letzten Vereins mit den 4 Strahlen projectivisch 
sind, welche von den 4 entsprechenden Puncteu des ersten Vereins nach dem 
fünften Puncto desselben gezogen werden. Alsdann ist zu jedem sechslen Pnnct 
der Ebene der entsprechende Pnnct der Geraden bestimmt. V^enn hingegen 
4 Puncto der Geraden, (z. B. a^, A^, C|, di) mit den 4 Strahlen {ae, be, ce, de) 
projectivisch sind, welche von den entsprechenden Puncten {a, b, c, d) nach 
dem fünften Pnnct {e) der Ebene gezogen sind, so hangt die projectivische 
Beziehung zwischen jener Geraden und dieser Ebene von dem durch 5 Puncto 
(a, b, c, d, e) der Ebene gelegten Kegelschnitt in folgender Weise ab: Ist 
der von irgend einem sechsten Pnnct {g) des Kegelschnitts nach den 5 Puncten 
{a, b, c, d, e) gezogene Strahlenbfischel zu der gegebenen Geraden nicht 
projectivisch, so kann dieselbe aus jener Ebene nicht durch Projection abge- 
leitet werden: findet dagegen jene Projectivitfit Statt, so ist die projectivische 
Beziehung zwischen der Ebene und der Geraden nicht bestimmt, sondern 
man kann dann zu jedem beliebigen sechslen Punct (/") der Ebene, der 
jedoch nicht in dem Kegelschnitt liegt, den entsprechenden Punct fi der 
Geraden noch willkflrlich annehmen, so dafs noch immer die Gerade aus der 
Ebene durch fortschreitende Projection erfolgt. 

Dieser Satz entspricht dem bekannten Satze, ^dafs man in zwei Geraden 
drei Paare von Puncten beliebig annehmen und dann die Geraden projecti- 
visch setzen kann, so dafs jene Punctenpaare entsprechende Elementenpaare 
werden." Und schon aus diesem Satze, welcher fOr die gegenseitige Beziehung 
dreier aus einem Gebilde zweiter Stufe ableitbaren Gebilde erster Stufe noch 
bei weitem zusammengesetzter sich gestaltet, sieht man, dafs zu der weitern 
Behandlung des hier berührten Gegenstandes ein umfangsreicherer Apparat nöthig 
ist; weshalb ich diesen Gegenstand fOr eine andere Gelegenheit vorbehalte. 
Stettin, im Juli 1852. 
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6. 

Beitrage zur Lehre von den Kettenbrüchen; nebst 

einigen Anwendungen auf die Berechnung der 

Wurzefai von Gleichungen. 

(Ton Herrn Dr. öttinger, ord. Prof. der Mathematik an der Universität zu Freibarg 

im Breisgao.) 



§. 1- 
vVir woUeo folgende swei Foroieo von Ketlenbrüchen betrachten: 

(1.) K = g 



1 1 


(20 


K „1 *i 


a 1 * 


* ' a I *• 







Die Gröfsen a^^ Oj, a,^ ..., b^^ b^^ 63, ... sollen Elemente heifsen. Die 
Form (2.) ist die allgemeinere; aus ihr lAfst sich (1.) leicht ableiten; die 
Gröfse q kann jeden beliebigen Werth haben. Sie ist für die Entwicklang 
ohne Bedeatung, und wird also nicht besonders berflcksichtigt. 

Der Kürze wegen werden wir den nten Partialbruch wie folgt bezeichnen: 
(3.) «„ = 1-^ =Ä(ii,,aJ = A, 

(4.) Ä» = -^ =it(*.:a„ *„:«,) = :!=-, 

an 
wo also Z„ der Zahler und iV„ der Nenner des nten Partialbruchs ist. 

Die Elemente eines Kettenbruches sind positiv angenommen. Sie 
können auch negativ angenommen werden, oder jeden beliebigen Zeichen- 
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Wechsel haben. Der Einflafs ne^a/ir^ Elemente aaf die 'Bildung eines be- 
liebigen Partialbraches soll naher gezeigt werden. 

S. 2. 
Der Kettenbroch (l.$.l.) hat die einfachste Form. Er bildet die 
Grundlage fOr weitere Ableitangen. Da die entwickelten Aasdrflcke der ein- 
zelnen PartialbrQcbe fOr das Folgende nöthig sind, so sollen sie hier stehen. 
Jede der bekannten Methoden kann dazu benutzt werden. 

Es ist 



'•t 



(1.) 









fÄ(«.,«.) —1^= «,«.«.«« + «.«.+«.«4+«.««+* 



1 



-+^ 



u. s. w. Man sieht., dafs sich die Gebilde des Zählers und Nenners eines 
jeden Partialbrnchs dadurch von einander unterscheiden, dafs in denen des 
Zählers das erste Element (Ai) nicht vorkommt. Demnach Ififst sich der 
fite Partiaibrnch im Allgemeinen auf folgende Art zweckmtfsig bezeichnen: 



(80 JC(..,«.) = ^=»g^, 



WO D(a2^aJ und D{a^^a^) Gebilde bedeuten, deren Entwicklungsgesetze 
naher zu erörtern und festzustellen sind. 

Um Dies vorzubereiten, sollen zwei benachbarte Theilbrflche entwickelt 
dargestellt werden. Wir nehmen dazu den 7ten und 8ten des Kettenbruchs 
(1. $.10« £!s ergiebt sich durch Fortsetzung des Schemas (1. $.2.): 



9 
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/Z, = i>(a2, 117) = «2 «3 «405 Ä6a7 + fl2Ö3«4«5-|- «2 «3+ 1 



(3.) 



a^n, 04117 

112113 0607 
O4O6OCO7 



02 «6 

O2O7 

0405 
04 07 
0607 



(4.) 



iV7 = I)(0X, O7) = 01020304050607+010203 0406 + 0102^3 + ^1 

0102030407 0lO205 03 
01 O2 03 06 07 0102 07 05 
010205 0607 0lO406 07 
010406 0607 0104 07 
03O4O50607 010607 
03 04 06 
03 04 07 
03 06 07 
05 0607 

'Ze= il>(02, 0») = 02 03 0405 06 07 08+0203 040606+^0304+02 

O2Os040508 020306 04 
02O3040708 020308 06 
O203060708 020606 08 
02O5060708 020508 
O4 05 06 07 08 02 0708 
O40506 
04O508 
040708 
060708 

A^8 = i>(0i, Os) = 0102030405060708+010203040606 + 01020304 + 0102 + 1 

0102O3O4O508 • Ol 020306 0104 
01020304.0708 
0102 03060708 
0102 06060708 
01040&0b%08 
03 0406060708 



01020» 08 
Ol O2 0606 
0102 0506 

0i0i«y08 

01040506 
01040508 
O104O7O8 
01060708 
030406 06 
O304O508 
03 04070b 
030607^ 
05 060708 

Scheidet man in diesen Ausdrücken das /«/it/« oder höchste Element aus, 
so zerfallen die Gebilde des Zfihlers und Nenners in zwei Arten von Gruppen, 



«106 
Ol 08 
0S0i 
03 06 
0308 
05 06 
0608 
0708 
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in welchen sich die Stellenzahlen der Elemente bis zur vorletzten und bis 
zur zweitletzten erheben, und die nach der Zerlegung genau wieder dem in 
(1, 3 und 4) angegebenen Biidungs-Gesetze unterliegen. Es ist allgemein: 

(5.) Ä(a,, nj _ o(a,,a.^.)an^rDKa,,an^.) ' 

oder, da in RBcksicbt auf (2.)) ^^^(«29 <»i.-i) = Z„.i, /^(aa, <in-2) = 2J„^2, 
D{ai,a„^i) = N„^i und i>(fli,ii„.2) = 2V„.2 ist: 

(6.) K(.a,,a.) ^ -^=fl±±§^^. 

Dieses Gesetz ist zurücktaufend und zeigt, wie auf die bekannte Weise der 
nte Partialbruch aus Zähler und Nenner der zwei vorhergehenden Partialbrflche 
und dem Schlufs-Elemente gebildet wird. 

Scheidet man in diesen Gebilden das Anfangs^-Etement aus, so trennen 
sie sich auf ähnliche Weise und man erhält : 

r7 ^ K(n n\ P(gt> gw) Zn 

Behandelt man hier den Zähler wie oben, so wird 

rS ^ K(a a \ — ^^(^^^^n)\li{a,,an) 
(8.) Ä(a„ aj _ ^^OKa,^^)^,b^a,,aA 

Sehr einfach rechtfertigt sich 

(9. Z?(0) = 1, 

Die Gleichungen (5. und 6.) lassen sich benutzen, um grOfsere Ketten- 
brOche durch Sonderung in zwei Theile darzustellen. Es sei 

(11.) iC(fli, ün, a„^i^ar) = r 



<,: 


«« + - < 

1 


1 




«-■• l>(a,+.,a,) 



»(an^i,«»-) 
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Wird in (5.) n-f 1 statt n gesetzt und dann ^'*-^i'= ^[^"'^^'^l eingeführt, 
so erhalt man, nach den nöthigen Reductionen: 

(12.) Ä(fl„ «,, «,+,,«,) - ü(a„ a,)D(a„+„ a.)+X>(«„ a.-0P(««+2, «r) 
oder 

(12 «.) K(«„ «,) = jv,iV.,.+iV._x2,-„ - 
unter der Bedingung, dafs r^n ist, und Z^„ und iV^.» die Werthe des 
Zahlers und Nenners aus den r — n letzten Elementen des Kettenbruchs 
(fOr sich als Ganzes betrachtet) bezeichnen, Z„.„ Z„, N^^i und JV« aber 
die bekannte Bedeutung haben. 

Aus (11. und 12.) ergiebt sich folgendes allgemeine Bildungsgesetz: 
(13.) D(a^, a^) = D{a^, ^x)0(a^^, fl^) + /)(a«+i, a^^)D(a^^^, a^), 
X mufs zwischFen tn und ^ eingeschlossen sein. Hieraus ist ferner: 

Diese Zerlegungs- Methode lafst sich weiter verfolgen und man erhfilt: 

(15.) K(a^,ar) 
= [D(a^+i, a,)D(a^^,, a^)D{a^^,, ar) + D(a^^^, a„^i)D{a^^2,a^)D(a,^,,a,) 

+ /)(a^, a^)D(a,^i, ö,-i)/>(äz+2, «,)+!>(«„, «..-1)^(0^+2, äz-i)^(öx+2, «r)]. 

Die Ausdrflcke (11. und 12.) lassen sich besonders gut zur Ableitung 
der Werthe spfiter Partialbrflche in periodischen KetlenbrOchen benutzen, wie 
sie bei der Darstellung der Wurzelgröfsen vorkommen. Es ist z. B. 

1/21 =4 + iSr(l,l,2,l,l,8,1,l,2...). 

Die Periode ist 1, 1, 2, 1, 1, 8. Die Werthe des Sien und 6ten Partial- 
bruchs sind nach (§• 2.) : 

die nämlichen Werthe haben die Partialbrflche zwischen dem 6ten und Uten, 
6ten und 12ten, 12ten und 17ten, 12ten und 18ten etc. Z^^, Z^^, ..., 
wenn sie als getrennt betrachtet werden. Man findet aus (12.): 
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Zu _ Z^.Nn^^UZn^ _ 60,12+7.7 769 

iVa ~ iVe.iVii^+iVfiZki-ir 103.12+12.7 ~ 1320 ' 

Zi2 Zß.Ni2^+Z6.2^2^ 60.103+7.60 __ 6600 

JVi2 '^ iV6.JVfl^+JV6Ä2-« ~ 103.103+12.60 ~ 11329 ' 

Zi7 _ Zi2.Ni7^ri+Zu'Zi7^i2 _ 6600.12 + 769.7 84583 

Ai7 ""iVM.JViT-M+iViiZiT^tt ~ 11329.103+1320.7 ~ 145188 ' 

Zi8_ Zi2.JVi8^t2+Zu.Zi8-i2 _ 6600.103 + 769.60 _ 725940 
iVi8~A^i2.iVi8-i2+JViiZi8-i2~ 11329.103 + 1320.60 "1246087' 

u. s. f. Dies giebt aus (12.) für den Oten, 12ten und 18ten Partialbrucb : 
y21 = 4 -^— = 4^5825 . . . . , 

m = 4 -^^ = 4,58257569 . . . . , 

y21 = 4 i^^ = 4,58257569495 . . . . ; 
der 18te Partialbrucb giebt den Wertb von y21 bis auf 11 Decimalstelleti. 

§. 3. 

Es kommt jetzt darauf au, eine unabhängige Bildungs-Art des Zählers 
und Nenners des nten Partialbrucbes zu finden. Es wurden zwar scbon dahin 
gehörige Bildungs-Arten aufgestellt, aber sie sind sehr zusammengesetzt und ver- 
wickelt, also nicht von practischem Werth. Folgt man den in (1, 3 u. 4, §. 2.) an- 
gezeigten entwickelten Ausdrflcken, so geben dieselben eine sehr einfache Methode 
an die Hand, die Gebilde der D unabhängig darzustellen ; denn es sind nichts 
anderes als Combinationen nöthig, die mit unbedeutenden Abftnderungen den näm- 
lichen Ableitungsgesetzen folgen, wie die Verbindungen ohne Wiederholungen. 

Geht man nämlich die Gebilde im Zähler und Nenner eines Partial- 
bruchs durch, so zeigt sich, dafs sie Gruppen von verschiedenen Dimensionen 
enthalten, und zwar so, dafs diese Dimensionen immer um zwei Einheiten 
abnehmen. Die höchste Dimension oder Classe im Zähler ist um eine Ein- 
heit kleiner als die Ordnungszahl des Partialbruchs ; die höchste Dimension 
im Nenner fällt mit dieser Zahl zusammen. Bezeichnet man die Dimensionen 
oder Classen durch Exponenten, so ergiebt sich der Ausdruck 

n^ Kinn ^\— ^- _ !>(«,, an) _ l>''-^+l>--^ + P---^ + P->-^+.>. 

Die D im Zähler enthalten die Elemente Os, ih^t •• • ^n/ die D im Nenner die 
Elemente tfi, Oj, ^3, . . . a„. In diesen Gebilden scheiden sich die Partial- 
brOche in gerade und ungerade. Die ungeraden haben folgende Form: 
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die geraden folgende: 

rq^ K(a iL. fL. ^ _ P(«t»«2n) _ P^-^+P^-^+--P^+P' + P' 

lö.) Ä^ai,fl2,..-«2n; — /)(|,^^ 02«) ~ />^'' + /i2'-^+ •.•!»* + />* + />" 

Die allgemeinen Symbole fOr diese Gebilde im Zähler und ^Senner sind: 

(4.) P(ö2,Ä3,....«iJ* und P(fli,ii2,....aJ'. 
Ferner ist in Rflcksicht auf (9. §. 2.) : 

(5.) P(ii„aJ^ = l und D{a^,aJ'=\. 
Verfolgt man die Stellenzahlen der einzelnen Elemente in den ver- 
schiedenen durch D angedeuteten Gruppen der Nenner in (1, 3 und 4. §. 2.)) 
so zeigt sich: 
(6.) Dafs die Elemente in den ersten verticalen Reihen »dmmtlich ungerade, 
die der zweiten verticalen Reihen sämmtlich gerade, die der dritten 
sämmtlich ungerade Stellenzahlen haben u. s. w. Verfolgt man die 
Stellenzahlen der Elemente in den Zählern, so zeigt sich das Um- 
gekehrte, und es haben: 
(7.) Die Elemente in den ersten verticalen Reihen lauter gerade, in den 
zweiten lauter ungerade Stellenzahlen u. s. w., weil das Element a, 
darin nicht vorkommt. 

Die unabhängige Bildungen Art der durch D{ai^a2^.,. a„Y ausge- 
drflckten Gruppen fällt nun genau mit der Methode zusammen, wie die Ver- 
bindungen ohne Wiederholungen aus den entsprechenden Elementen zu der- 
selben Classe gebildet werden. Dies soll an folgendem Falle gezeigt werden. 
Es ist bekanntlich 

(8.) C(£/| , r/j , . . . ISfe)* = «I «2 «3 «4 

a^a^a^a^ 

a^a^u^a^ 
a^a^a^a^ 
a^a^a^a^ 
a^a^a^a^ 

öiÄ3«4^ß 

a^a^a^a^ 
aia^aa^ 
a^a^a^a^ 
a^a^a^a^ 

a^a^asOfi 
a^a^asaa 
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Diese Grappen werden dadurch gebildet, dafs man zuerst die niedrigste Gruppe 
aia^a^a^ schreibt und dann die Stellenzahl des letzten Elements so lange um die 
Einheit erhöht, bis sie die Höhe des letzten Elements erreicht hat. Wahrend 
dieses Erhöhens bleiben die vorhergehenden Elemente unverändert. Hierauf 
wird die Stellenzahl des zweitletzten Elements (^3) und zugleich die des letzten 
(was in der Natur der Verbindungen liegt) um die Einheit erhöht, wodurch 
die Gruppe {0^020^0^) entsteht. Dann wird die Stellenzahl des letzten Ele- 
ments so lange als möglich um die Einheit erhöht. Ist Dieses geendet, so 
wird wieder die Stellenzahl des zweitletzten Elements mit der des nachfol- 
genden um eine Einheit erhöht, und dann das allmAlige Erhöhen der Stellen- 
zahl des letzten Elements so lange als möglich fortgesetzt. Dies Verfahren 
wird so lange fortgesetzt^ bis kein Erhöhen der Stellenzahl des zweitletzten 
Elements mehr möglich ist. Hierauf geschieht das Erhöhen der Stellenzahl 
des drittletzten Elements, mit gleichzeitigem Erhöhen der zwei letzten Elemente, 
nnd allmSlig an den zwei letzten Elementen Alles wie vorhin. Ist Dies ge- 
schehen, so wird das drittletzte Element um eine weitere Einheit erhöht und 
wieder eben so verfahren. Alles Dies wird so lange fortgesetzt, bis die 
Stellenzahlen der drei letzten Elemente ihre höchsten Werthe erreicht haben. 
Dann wird allmälig die Stellenzabi des viertletzten Elements erhöht, und 
nach jedem Erhöben wird mit den drei letzten Elementen auf gleiche Weise 
verfahren. Dies Verfahren gilt, wie leicht zu sehen, wie von der obigen 
Elementenzahl, so von jeder andern. 

Hit diesem Bildungsgesetz ist nun dasjenige, welches den Gruppen 
der D zum Grunde liegt, gegeben, wenn man nur bemerkt, dars das allmälige 
Erhöhen der Stellenzahlen der Elemente in verticaler Richlunff (um die nach- 
folgende Gruppe aus der nächst vorhergehenden abzuleiten) nicht durch die 
Einheit sondern durch zwei Einheiten wegen der Bemerkung in (6. und 7.) 
geschieht. Sonst bleibt das angegebene Verfahren ganz dasselbe, und das 
gleichzeitige Erhöhen der nachfolgenden Elemente in horizontaler Richtung 
um eine Einheit ist nicht zu Obersehen. 

So entspricht der Darstellung (8.) folgender Fall: 
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(9.) D{at^a2^a^^..*.a^y t— Uithu^a^ 

Dieser Ausdruck fällt mit den Gruppen des dritten Aggregats im Nenner 
des 8ten Partialbruchs von K^a^^^üs) (4. .§. 2.) zusammen. Auf die ange- 
gebene Weise lassen sich leicht die Gebilde des Zählers und Nenners jedes 
Partialbruches darstellen; wobei noch die in (6. und 7.) gemachten Bemerkungen 
zu Hälfe kommen. Es ist z. B. 

(10.) D(jh^ o,, .... ffg)* = a:,a^a^a^a^a^ 

Ö4«5«6Ö7<^8«9 

Die Bildungs-Art gilt nun zwar vorerst nur fflr eine bestimmte Ord- 
nung der Elemente, nämlich fOr folgende: üi^ a^^ a^^ .... a«. Man kann 
sie aber leicht dieser Beschränkung entheben und den Elementen einer be- 
stimmten Ordnung die jeder andern Ordnung substituiren , wenn man von 
dem Erhöhen der Stellenzahlen^ um zw^ Einheiten absieht und statt dessen 
von einetn Elemente auf das zweitnaehfolgende in der Grundrmhe oder 
ElemenfenreiAe Qbergeht. Die Wirkung dieser veränderten Ordnung wird 
sich an folgendem Falle zeigen : 

(11.) D{(h^ «5, Ö4^ Oy^ «2^ «7, «g, ös)® = a^(Ho^fh(ha^ 

a^fha^a^a^a^ 
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Die Ausdrücke (8. und 9.) haben nor eine Gruppe; die erste haben 
sie gemeinschaftlich, und können daher nicht gleich sein; woraus folgt, dafs 
eine veränderte Ordnung in den Elementen eine Werthveränderung bedingt. 
Bei den Verbindungen ohne Wiederholungen ist Dies nicht der Fall, und es ist 

C(ai,a2,...öJ'''=C(iia,ai,a3,.--a„y = C(ii3,a2,iii,a4,...öJ'.... 

Davon ist jedoch der Fall ausgenommen, wenn bei den D die Ordnung der 
Elemente sich umkehrt Mau hat dann: 

(12.) D(ar,ar+t,....a„y = />(ö,,Ä„-l,...ör+M«r)'. 

§4. 

Es ist nun die Anzahl der Gruppen anzugeben, welche den im vorigen 
Paragraph betrachteten Combinationen zugehören. Sie lassen sich ganz ein- 
fach mit den Verbindungen ohne Wiederholungen vergleichen und dadurch 
auf schon bekannte Gesetze zurflckbringen. Zu dem Ende betrachte man die 
im Nenner des 7ten Partialbruchs (3. §. 2.) entwickelten Gebilde.. Es ist 

D[iii,a2,....ii7r = C[Ä|,a2,....Ö7y=.pp- = l, 

12347 1-2346 

12307 12366 

12667 12466 

14667 13466 

34667 23466 

i>[«n «21 . • . . «7]' = öi«2Ö3 = ai<%i% ^ C[iii, flsP = (6)5 = (5)2 

12 6 12 4 

12 7 12 6 

14 6 1 3 4 

14 7 13 6 

16 7 14 6 

3 4 6 2 3 4 

3 4 7 2 3 6 

3 6 7 2 4 6 

6 6 7 3 4 6 

/>[aMfl2, ...Ä7]' = öi = öi = C[öi,a6]* = (4), = (4)». 

Ö3 «2 

(h Ö3 

10» 
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Die Gebilde im Nenner des 8ten Partialbruches (4. §.2.) geben Folgendes: 

Dia,, osf =C[iix,«2,....fl8r = (8)8 = (8)o, 



Ö7r = (7)e = (7),, 

ö6r=(6)4=(6)a, 

«5^ = (5)2 = (5)3, 

«4r = (4)o=(4)4. 



/)[«!, Ö2, •... «8]*= ^[01, «2, .. 

i9[ai, Os, • . . . flaj* = ^[öi, Äj, . . . 

In den Symbolen der C nimmt der Classen- Exponent und zugleich die 
Zahl der Elemente, aus welchen die Gruppen der Verbindungen ohne Wieder- 
holungen gebildet werden sollen, ab: ersterer um zwei Einheiten, letztere 
um eine. Die Zahl der Elemente, oder die Stellenzahl des höchsten Elements, 
nimmt daher um die Hälfte des Unterschiedes aus der Elementen-Anzahl und 
dem Classen -Exponenten ab. Dies läfst sich bei n Elementen auf folgende 
Weise ausdrflcken: 

Danach ist 

(1.) />[ai,a2,....fl„y = C[ai,a2,....aj(„+,)] = ^(«-{-r),, 
und hier ist im Allgemeinen: 

C-^O Wr — i.2.3....r 

Nun folgt leicht aus (1,3 u. 4. §.2.), dafs r und n Zahlen derselben 
Art, also gleichzeitig gerade oder ungerade sind. Es ist daher ^(n-fr) 
immer eine ganze Zahl; wie es sein mufs. Für die Nenner ergeben sich 
folgende zwei Formen, und zwar für einen Nenner von ungerader Ordnung 
n^ DVa iL. iL. V^-^ — (nJL^ A\ (n+r— l)(r*+r— &).... (n—r+l) . 

r kann hier die Werthe n, n— 1, n — 2, 3, 2, 1 durchlaufen. Fflr 

einen Nenner von gerader Ordnung ergiebt sich: 

(4.) !>[«.,«,,.... «,„r = (« + rV = ^"+^^^"+y-3^.V;;2r"""^'^ ' 

und r kann die Werthe n, w— 1, « — 2, 2, 1, durchlaufen. Fflr die 

Zähler giebt es folgende Hauptform: 

welche fflr ZShIer von ungerader and gerader Ordnung in folgende zwei 
zerfallt: 
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In (6. und 7.) kann r die Werthe n^ n— 1, n — 2, .... 3,2,1 darchlaufen. 
Die Gruppenzahlen, welche aus diesen Formen hervorgehen, geben, 
wenn man von einer geraden oder ungeraden Zahl absieht, folgende. Fflr 
den Zähler des nten Partialbruchs der Reihe nach: 

rft^ 1 fr*— 2) (ri— 3)(n— 4) (>i— 4)(^i-5)(n— 6) 

IÖ.J 1, j , j^2 ' 073 ^---'^ 

fflr den A/^niitfr desselben Bruchs der Reihe nach: 

(Q^ 1 >»-< (n-2)(n-3) fri-3)(n--4)(n-5) 

Clf.j 1, — ^^ , j-^ , j-^^^ , .... 

Daraus folgen nachstehende Sfttze. 
(10.) Die Gruppenzahlen und Dimensionen der Gebilde im Nenner des 
(n — l)ten Partialbruchs sind dieselben, wie die im Zähler des 
Uten Partialbruchs. 
(11.) Die Gebilde der D im Zahler des nten Partialbruchs unterscheiden 
sich von denen im Nenner des (it— l)ten dadurch, dafs die Stellen- 
zahlen der correspondirenden Elemente sämmtlich um eine Einheit 
höher sind, als die in letzterem; und umgekehrt. 
Die bisherigen Resultate fflhren auf sehr einfache Ausdrflcke, wenn 
die Kettenbrfiche Perioden von einem oder von zwei Elementen haben. 
In beiden Fällen gehen die Gebilde der D in Potenzen Aber. Der nte 
Partialbruch des Kettenbruchs 

ist 

(12.) K(a,a,a,....) 

»-11/ ov - s . (« — 3)(w — 4) . . , (n— 4)(»— 5)(w— 6) _. , 

. I / j» . I I (»— 2j(»— 3) , , (n— 3)(«— 4)(n— 5) , . , 
o- + (»— l)o"-» + i ^ -'a"-^+-i \^2.3 -'o»-«+.... 

Fflr a=i ist 
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Ist der nie Partialbrach des Kettenbrucbs 

K(a,b,a,b,....) = r 

«+ - 



Hi 



darzastellen, so fallen in der allgemeinen Form die Elemente mit Ufißeraden 
Stellenzahlen mit a, die mit geraden Stellenzahlen mit b zusammen. Da 
nun die Elemente in den Gebilden der D sich mit bestimmtem Wechsel folgen, 
so ergeben sich fflr den (2n— l)ten und den (2n)ten Partialbrach folgende 
Ausdrücke : 

(14.) Ä2„»i(a,Ä,ii, ft, ....) 

(15.) Ki^(ajb,a,b,....) 

_^ Zsm _^ a"-i6^-f-(2ii— 2)0»*-^ &''-^+(2n — 3)^0"-» &''-^+"" 
1^ a''6"+(2w— l)a"-^6'-*+(2w— 2),a''-^6'— *+• — 

Die Branchbarkeit dieser Formeln erhellet leicht. Es ist z.B. 

yi7 = 4 + Ä(8,8,ß,....) 

und aus (12.) 

Ji7 _ 4 I 8"-^+(n-2)8"-^+(n-3),8^-^4•^^" 
yi€ — "^T 8«+(w— l)8--»+(iii.2),8-*+....' 

Fflr 11=: 4 erhält man 

V17 = 4+g;|iM^ = ^ = 4,ia31056 .... 

was bis aaf die 7te Deoimalstelle ricbtig ist. Für 

yi8 = 44-Jg:(4,8,4,8,....) 
erhfilt man aas (14.), wenn n = 3 gesetzt wird: 

>^^^ = ^+ 4'.8'+4.4«.8+3.4 = ^+462Ö- = ^^^^^^^ .... 

Dies ist bis auf dre 7te Decimalstelle richtig. Zugleich ergiebt sich ans den 
vorstehenden Gleichungen Folgendes: 
(16.) Der Nenner des (2i|)ten Partialbruchs von K{a, b, a, b, ....) ist 
gleich dem Zähler des (2n'\'l){en Partialbruchs. 
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Auf Ketteobrflohe, in welchen ein Element (a) nmal, ein anderes (6) 
rmal hintereinande vorkommt, lassen sich die Gleithnngen (12. §.2. o. 12. §.4.) 
anwenden. Man e^'hftlt: 

(17.) Ä(ii,ö,. ...,*,»,....) = ^ 

= [(«"-*+(«- 2)0"-^+ (11-3X0^+ ....)(H(^-l)*""'+(^-2)a*^+ ••••) 
+a'-«4-(n_3)a"-^+(ii-4),a"-«+ ....>(ft-'+(r-2)*^+(r-3),»'-»+ ..-)] 

-|-(ir-*-f(ii-2)ii»-'+(ii-3)2ii"-*+ ..•0(*""'+(^-2)*'^+(r— 3)*'^+ . •••)]• 

§. 5. 
Ein Kettenbmch, welcher die nämlichen Elemente wie ein anderer, 
aber in umgekehrter Ordnung hat, soll symmetrisch zum ersten heifsen. 
Beide Brfiche gehören zusammen und haben die Form Jir(ai,a2, ...• a«) 
und iC(tf„^a„.i, .... 03,029^1)* Jeder ist der symmetrische Kettenhruch 
des andern. 

Nach (§. 2.) ist 

(1.) Kia„a„a.) = S^, 

(2.) Kia., ...., .... a., a.) = ^^;:::;;::;;^' • 

Wendet man hierauf (12. §.3.) an, so erhAlt man aus (2.): 

(3.) Kia„,a... «,) = -?|^- 

Aus (1. und 3.) ergiebt sich Folgendes. 

(4.) Die Werthe zweier symmetrischer KettenbrQche sind einander 

nicht gleich. 
(5.) Die Nenner zweier syminetrischer Kettenbrflche sind einander 
gleich, denn es ist D{ai^a^)'= D{a^,a^. 
Von dem symmetrischen Kettenbruche gelten die Sätze, welche in 
(§. 2. und 3.) entwickelt wurden; wie leicht zu sehen. 

Bildet man der Reihe nach die PartialbrQche, welche aus zwei zu- 
sammengehörigen symmetrischen Kettenbruchen entstehen, indem man allmSlig 
die Elementenzahl um je eines verringert, so erhält man : 

(6.) K{a,, a^)K{a,, a^)K{a,, a,) .... K{a^^,,a^)K{a,) 
^ D{a,,a„) D(a,,an) D(a,,an) Djan) PjO) _ 1^_ 

D(a,,an)'l»(a,,a«)'D(a,,iin) *"* l>(Ä«-i,a«)'ZF(ä;o "Z^i,««)' 
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(7.) K{a„,ai)K(a„_i^at) JSTCaj, <ii)Ä:(aj,a,)Jt(«,) 

D(an-i,a^) D(an-ua,) D(an-i,a,) PK) P(0) ^ 1 

l>(o„, o,) '0(a,_i, a,) '/>(o„_2, a,) ü(at,ay D(a^) ü(an,ay 

Aus (6. und 7.) ergiebt sich nach (5.): 

(8.) K{a,, a„)K{a,, a„)K(a,, a^) .... Ä(a„) 
= K(a„,ai)K(a„.i,ai)K(a„.2,ai) .... Ä:(aj,a,).jK"(«i). 
Die Gleichung (11. §. 2.) läfst sich nun zu weitern Ableitungen benutzen. 
Durch die Multiplication erhält man: 

Dividirt man durch D{ai^a„)D{a„+iyar)<> so ergiebt sich: 

Jg., N fi _L PK»""-') P(a«+a»qr) 'l _ PK,a.) P(a,, a.-i)P(a,-i, a,) 

AC«n«r;Ll-t- |>(o„o,) '0(0,+,, Cr) J PK,«-) PK,«-)PK+i.ar) ' 

Wird rechts mit D{ai^ a„_i) multiplicirt und dividirt, und werden dann alle 
Functionen der ZI nach (1. u. 2.) auf KettenbrOche zurOckgeföhrt, so erhfilt man: 

= K{ai , a,_,) . Ä"(fl. , «0 iSC (a,+i , «,)• 
Wird auf beiden Seiten K{ai^ a„)K{a„^ ai)K{a„+i, a^) abgezogen, so ist 

= — K(a„ , ai)K{a,+i , a,) [/^(ai , «,) — Ä(a, , «„_,)] , 

und hieraus 

(9.) K{a,,a,)-K(a,,a„) 

Hier ist r >> n. Diese Gleichung enthalt ein sehr allgemeines und 
beachtenswerthes Gesetz für den Ztusammenhang zweier beliebigen Ketten- 
brOche und entscheidet Aber die Convergenz derselben. 

Fflr den symmetrischen Kettenbruch läfst sich auf ähnliche Weise das 

(10.) K{a,,ar)-K{a,,a,) 
K(a^,an)K{a„+\,ar) rar/.. „\ Kr,. ^. ^^ 

ableiten. 

Aus (9. und 10.) ist ferner: 

(11.) Ä:K,a.)Wön^n-Ä(iio«.-i)] = Ä(Äi,ÄO[iC(ii,,a,)-Ä:(ii,,a,)]. 
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Wendet man die Gleichung (1.) aaf zwei Nachbarbrflche an, and. setzt 
zn dem Ende r = n-f 1, so ist 

(12.) Ä:(«„a,+,)-fi:(«„aJ 

und man erhält 

K(an,a,).K(an^,) ^ *^^^">^^^'^ _^ K(a «)__L_ 

= -K^(a,,ai).JC(fl„+i,öi). 

Bezeichnet man den Unterschied ssweier Nachbarbrflche durch das be- 
kannte Zeichen, nfimlich durch 

so erhalt man aus (12.): 

(13.) ^K(ö,, aj = -«:(«,+,, fli)JK:(«„, flJ^KCii,, a..,)- 

Diese Gleichung drückt eine zurücklaufende Bildungs-Art aus. Um 
eine unabhängige Bildungs-Art abzuleiten, beginne man mit den Differenzen 
der ersten PartialbrOche. Es ist 

Hier ist vor Allem JK{a^ zu suchen. Es ist: 

Wird diese Form auf Kettenbrflche zurflckgebracht und zu dem Ende mit D{a^ 
multiplicirt und dividirt, so ergiebt sich: 

JKiaO = -jj^^^^ X S(5j ZJ(5j Ä(o„o,) £:(«,) . 

Wird dieser Werth in (14.) substituirt und auf die Differenzen der spätem 
Partialbrüche übergegangen, so erhält man: 

(15.) JK(a,, oj = (-ir Ä^(ön+i, öl) lK{a, , «i)Ä(a.-i5 «0 • • • • «^(^OJN 

CreUe*t Joaraal t d. M. Bd. XLIX. Heft 1. 11 
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und hieraus in ROcksicbt auf (7.): 

(160 ^Ä(«.,«.) = (-')■ »(.„..„')/„.,, „.) = (-!)• :Or;;- 

Entwickelt man die durch jK{ai^a„) aogedeuteteo Partialbrüche und entfernt 

ihre Nenner, so ersieht sich : 

(17.) (-l)" = D(a.,a,)/>(a„a,^,)-ö(a„«,^,)ö(«»,«J=^:.Z,+.-A,+,.Z,. 

§. 6. 

Far die PartialbrQche des Kettenbrnchs 

ergiebt sich eine unabhängige Bildangs-Art aas ($. 2, 3 und 4) leicht , wenn 
die entsprechenden Elemente ^, r^, .... statt a^, aj, .-.. gesetzt und die 
Elemente ij, 62 « ausgeschieden werden. Man erhält: 

(10 \ «.•,*.*. 

•.•4*1*1 

(«i«.«';«.+«.^.*4*»+*.*.*4*»\ 
«.0»*.*4 1 

^._, -,=— = <'«'^*«*' /_ 

•i «.•»*»*« •,*i*t*4*» 

»l«4".*t*. «»*»*t*.*4 

«.«4 •»*.*. 

u. s. w. Das Gesetz, welches hier zu Grande liegt, ist leicht zu erkennen. 
Die Gruppen des Zählers und Nenners haben die Dimensionen, welche die 
Ordnungszahl des Partialbruchs angiebt. Die Gebilde der a bleiben unver- 
ändert dieselben, wie in (§. 3) angegeben wurde. Die b bilden die Ergän- 
zungen fOr die Dimensionen der « und ihrer Stellenzahlen. Das Bildungs- 
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gesetz llfst sich daher allgemein so bezeichneD: 



oder 






Der Zähler oder Nenner hat, isolirt dargestellt, folgende Form: 

Hieraus lassen sich nun alle in dem Früheren gefundenen Sätze leicht 
auf Kettenbrflche von der vorstehenden Form fibertragen, und es ist: 

^ '^ ^bk'^b^^ 0{ak,a„^i;bk,b^^i)an + D(akyan^2'^bhybn^)bn^ib„ 

i>(«„«r.;ft„*,) ~ />(«,,«,; 6., 6,) ' 

wie ans (8 und 16, $. 5 und 4, $. 6) folgt. Ferner ist: 

(8.) (-!)•(*,. *,-...*J'*.^i = Z^^,.K-Z^N^^, 

Für periodische KettenbrOche ergeben sich folgende entwickelte 
Ausdrücke: 
fQ^ K C" "^ "" \ — ft(<»*"'+(y*— 2)^'"' *'+(>»— 3), o*-^&* + -') 

Der (2n— l)te und (2n)te Partialbruch eines Keltenbruchs ^ dessen Periode 
zwei Elemente enthalt, ist 

(10.) J^^.(^,^,f,^ ) 

_ &. L(a.a,)-'+(2>— 3)(a.a.)-'6.», + (2/«-4),(a.«0-»(6.»,)'+ .... (kX)*''^ 
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(11.) ^(^, j^, f ' $' ••••) 

_ ^«^[(q.«H)'-H(2«-2)(«t<^)'-'*.^-j-(2>»--3)«(«.<».)*-'(ft.ft,)*"->»(*.ft«)"-^3 

Kfl,)-+(2»-l)(«,o.)-'6,6,+(2n-2).K«,)-»(6.6.)'+ ..•• (6.6.)" 
Ist a^ = a, = a and öj = 1, ^2 = 6, so ist 

(12.) K,(a, f, «, y, ....) 

_ a— '+(n— 2)a'^64.(»— 3).a— »6*+(«— 4),a»->6»+"» 
«i»-f(»— l)ß— ^'ft+Cn— 2)J4r-»6»-i-(»»— 3),flr-«6*-f..T.' 

Wird ai = ai = a and ^2 = 1 gesetzt, so erhfilt man aas (10. nnd 11.): 

fiq-» irr« « " « ^ __ 6[«i>-*+(>»-a)«*-'*+(»»--3).a-'6«-f-—3 

(13.) Ä.(^y , «, y, «,....; = rt'-|-(ii~^)«r-'^6-i-(n-2),a>-*6*+.- 
Aas (7.) ergiebt sich ferner: 

(14.) ^*.(^.?.^^.-) = (-l)-Ä' 
(15.) ^*.(f !■.••••)= (-1)-J^. 

(16.) ^«,(», .f., <(, .f, . . . .) = (-ifjj^, 

(17.) ^it(.f , ., f .,....) = (-l)-,^- 

Diese Sfitze werden spfiter za weitem Anwendungen dienen. Die Conoer- 
genz der hier aafgefflbrt«! KettenbrQche unterliegt andern Gesetzen, als 
(16. §.5) besagt. 

§.7. 
Die entwickelte Darstellung des Kettenbrnchs 

K{bi : «1, *, ; a,) = -« — j- 



in Partialbrflchen erzeugt Gebilde besonderer Art; wie das Nacfastehende zeigt: 



(«■) 



6. Oitinger, van dett Ketienbrüchen. 85 

«i«4«5*s ö»*t*4 
«aÖ4«5*« 

Fflr die Kettenbrflche i^(6i : ai^ ^69 ^) ui^d ^(^i ^ ^19 ^7 ^ ^) sollen 
ZAhler und Nenner getrennt dargestellt werden, um die Ausdrücke bequemer 
flbersehen su können. Es ist 

«40606*3 

A'e = aifl2Ö3«»fl8fl64-ölÖ2«3Ö4*6+ölÖ2*4*6+*2*4*6 

Ö1Ö2«3Ö6*6 Ö1Ö4*3*6 

Oia^Osihbi (ho^b^b^ 
a^a^b^b^ 

Z, = *i(a2«sa4«8a6a7-f a2a3«4«6*7 + ^^3*6*7 + *S*6*7) 

a^tüia^OjbQ a2asb4bj 

a2a^aeajbs a2«7*4*6 

a2ihaQajb4 04«6*3*7 

a^asOfiihbi 04^7*3*6 

fl6«7*3*6 

/V7 t= ll|ata3a4a6«6«7+^i^2«3«4«6*74~^1^^^6^7-f«i*S*6*7 

«1«2«3«4«7*6 «1«2«6*4*7 «3*2*6*7 
«1«2«3«6«7*6 «l«2«7*4*6 «6*2*4*7 
«1«2«6«6«7*4 «l«4«6*3*7 «7*9*4*6 
«1«4«6«6«7*3 «i«4«7*3*6 
«3«4«6«6«7*2 «1 «6 «7*3*6 
«S«4«6*2*T 
11)04117 &2*0 
1110511762*6 
«6 «6 «7*2*4 

n. t. w. Hieraus ist die abbflngige BUdungs-Arl leicht su erkennen. 
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Die Zahl der Gruppen stimmt ganz mit den in ($.4) gefundenen 
fiberein. Was die Elemente 6|, ^2^ ^3^ ••• betrifft, so kommt das Element 
6i in «llen Gebilden der Zahler vor, dagegen nirgend in den Gebilden der 
Nenner, Das Element b. erscheint nicht unter denen der Zähler; wie es 
in der Natur der Sache liegt. Sieht man daher von dem Elemente &i ab, 
so werden die Gruppen im Zähler des nten Parlialbruchs aus den Elementen 
«2^ ^1 ^4? •••• ^^ und 63, 64^ Ö5, .... b^, dagegen die im ^ienner aus 
den Elementen Ui^ n^, (h^ a^ und 62 > ^3* •••* b^ erzeugt. 

Die Elemente a^^ u^^ 1I3. .... heroigen genau die Gesetze, welche 
in (§. 2i,3und4) angegeben wurden. Mit ihnen sind die Elemente 63, &,, .... 
auf eine Weise verschlungen, die jetzt zu erörtern ist. Sie kommen, ffir sich 
allein betrachtet, im zweiten GÜede zur Iten, im dritten zur 2ten, im vierten 
zur 3ten Classe u. s. w. vor, also im ersten Gliede zur (r — l)ten Classe. 
Die Dimensionen der Glieder überhaupt nehmen der Reihe nach um eine 
Einheit ab; nicht um zwei Einheiten, wie die früher betrachteten (§.2). 

Die Gebilde der b characterisiren sich als Combinationen besonderer 
Art. Sie ergänzen die Gebilde der a zu einer bestimmten Classe^ erzeugen 
durch ihren Zutritt keine neuen Gruppen und zeigen sich in umgekehrter 
Ordnung mit den Gebilden der a verbunden. Sie unterscheiden sich von den 
. Gebilden der a, deren Erzeugungsgesetzen sie im Wesentlichen unterliegen, 
dadurch^ dafs die Stellenzahlen der b in horizontaler Richtung um zwei 
und mehr Einheiten, in verticaler Richtung aber stets nur um eine Ein^ 
heit zunehmen. 

Um die Gruppen im Zähler aus den Elementen Ö3, (4, 65, .... und im 
Kenner aus den Elementen ^21 ^3^ 64, . . . . zu finden, kann man sie* fflr 
sich« zu der erforderlichen Classe auf die genannte Weise in umgekehrter Ord- 
nung aufstellen und dann der Reihe nach mit den Gebilden der a zusammen- 
treten lassen. Diese Bildungsweise soll auf folgende Art angedeutet werden: 

(2.) jf (*. :«,.*.: «.) = ^'J^/:;^'i'^^ 

die der einzelnen Gruppen-Aggregate im Zähler und Nenner auf folgende Art: 

(3.) b.Dia,, a^; A„, b.Y^'x D(a,, a^; b^.b^fr 
r bezieht sich auf die Gebilde der a, s auf die b. Wendet man die Gesetze 
auf die Bildung des 3(en Gliedes im Zähler und des 4ten Gliedes im Senner 
des Sten Parlialbruchs von K{br.ai){b^:i$^) an, so erhält man, wena man 
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(4. $.2) benutzt : 

(4.) biD{a2^ Äs; 4«, ^3)^^^ = a.a^a^bQb^ und D{ax^ n«; b^^ *0^'^ = a^Oib^b^b^ 

«2 «3 «0*5*8 «1114*3*6*^ 

Ö2 «3 «8*5*7 «106*3*5*8 

aiOi^a^b^b^ OiOsb^bsb: 

a.asa^b^b^ a^a^b^b^b^ 

a2a,asb^be a^Ut^bib^bH 

«4 «5 «6 *3 *8 «3 ««» *2 *8 *7 

a4ii5^&3 67 ci5ac*2*4*ti 

a^u-jü^bibi, eis a8&2*4*7 

aca-süsb^bs a- «8*2*4*^ 

Der Ausdruck (2.) Idfst sich so verallgemeinern: 

(5.) A-(*.:«,,».:,, = ii°g^^-iij^. 

Aus (1.) folgen und rechtfertigen sich nachstehende zurücklaufende 
Bildungs-Arten: 

tOO /!.,(>, . ^„ ^ . a^) — ^^ ^^^. &.-I, 6.;«.+ Ii(a., «..2; 6.^2, 6.)6,. 

Zn— 1 ff« + Z««2 6n 



i^n-lOn+A— 2&, 

Dies Gesetz Ififst sich leicht nach (5.) verallgemeinern. Geht man von den 
spätem Elementen au^ und zu den frühern über, so ergiebt sich aus (!.)• 

f7 ^ Kfh ' n h 'fi\ biD(ak^uan;bn,biJ^2) 

K^i.) M^KPuay, o^.aj — «,0(«,^,, a^; 6., 6A+2) + 6HiO(aA+2, «.; 6., 64+3) 

__ ^ ai^iDiak-^2, On; bn,bk^z)']'bk^2D(ak+iyan; bn, bk^4) 
* akU(uk^i, an; bn, bk^2)-\'bk+iD(ak^2,an: bn,bk+i) 

Es sei der Ketteubruch 
Jf(*i:«M*x:«xi*x+i:«va.i,*«:öJ = -^ 






1 *x+l 
ttx ' 



«x+1 • . . *S 
ün 



gegeben und der Partialbruch vom (a7-f-l)ten Elemente an sei dargestellt, also: 



J^ — Kfb ' a • Ä • fl ^ bx^iD(ax^2,an; b^, b^^y) 



so ist auch 
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K{bi : «„ *x : «*> P : (?) = -* — j^ 



'''+^-. *« 



Wird nun In (6.) P=K «nd (? = «„ a,^i = «x, *»-i = ** gesetzt, so 
erhalt man: 

K-zA - A . « N &.P(a. , q«; hx, ft,)g+6,P(g,, ox-r, ft^-i, ^)P 

also auch 

(8.) K{hr.a,,K:a,) 
6, P (q,, ax ; bx» bt ) O (<»x+ 1, Om ; b„ bx+t) + *, O («t > «»-i, ft^-i, ft, ) f'y+iP («x-n> a» b,, bx+z) 
"^ l>(a,, Ox; bx,bt) l*(ax+h o«; *•> **+»)+''(<»i» "*-»» **-»» *t)**+»P(o*+2. *•> *•* **+») 

_ ZxO + Zx-lP _ Zx.JVn-x + gx^lZ—x 
■"" iVx.(? + JVx-,P " iVxiV,_x + JVx-l J5^x ' 

Dasselbe Gesetz Hegt den Gleichungen (11. und 12. $.3) zum Grunde. 
Der ^mmetrische Kettenbruch 

«•-1 .. \ 
unterliegt den gleichen Bestimmungen. Es ist 

oder auch 

Vergleicht man diese Ausdrücke mit (2. ond 5.), so zeigt sich: 

(11.) Dafs weder Zähler noch Nenner der correspondirenden Parlialbrflche 

4rymiii€/mcAtfr KeitenbrOche einander gleich sind; denn sie werden 

nicht auf gleiche Weise erzeugt. 

Vergleicht man nun die aufeinander folgenden ParlialbrQche zweier 

w^fßnm^rucken KetlenbrOche, so ist nach (5.): 

(120 ^(*i • «i. *- : a:)K{b, : o,, *. : o.) . . . • K{b^ .ü^.K'. a.)K{b^ : o.) 

^i •^t ' ^t • • • • •• 
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Aas (10.) ergiebt sich 

(13.) Ä(J. : fl., hl : ai)K{b,_i : a^,, *, : a,) K{h : «», *i : ai)K{bi : o,) 

_ &.U{ff.^i , a,; b^ , *.^s) A^iD(a.^a. a,;6„ &^ ft,g(g,) bji(0) 

D{(u,a,;b„b^i) l>(o»_„o,; A„ A..») **■ ö(o,,o,;*,)' ß(o,) 

~ l>(a,,flj;*,,6,-i) 
Auch hier ziaigt sich keine Gleichheit 

Sehr einfache Formeln ergeben sich, wenn man die gefundenen Ge- 
setze adf periodische Kettenbrflche anwendet. Wird ^| = ft, = &s = & 

und Hl = 02 = 03 .... =a gesetzt, so erhftit man: 

Der (2n — ])te and 2«te! ParliaUirach eines Kettenbrachs, in welchem die 
Periode a,,>>i vorkommt, and die b einander gleich sind, ist 

(15.) Kj^i{b:ai,b:a,,b:ai^b:at....) 

ft [(a.a,)-^+(2>«-3)(g.a,)»-'6-K2»-4), (a.a.)-^»«+ .... 6-^] . 
«. [(«,«,)*-»+(2«-2)(a.«,)-»6+(2n-3).(o.a,)-»6'+ .... «ft-^J ' 

(16.) JK^(d:ai, &:a},ö:aj,d:a2....) 

^ *<»i [(<»|Oi)*~'+(2»— 2)(q.a,r-'»+(2»-3),(g.«i,)»-»&»+ .... nfr-*] 

^^ (a,a,)-+(2M— l)(a,o,)— »A-f-(2M— 2), {a^a,)r-'b^■^- -- «• '^* ' 

Aas (12. and 13. $.6 und 14. $.7) ist ferner: 

(17.) Ä,(J :«, ft: «,....) = Ä;,(y,tf,y,a, ....) = 4. Ä,(«,y,a,-j-,.. ..) 



■^h:.: 


a j 


1 1 




b 1 


1 

«4 


1 







.4 ' 



Aas (17. $. 6) ergiebt sich 

(18.) JK,ib:a,b:a,....) = (-l)"jv^ 



Es sei 



»•+1 
§. 8. 



Ä(*,:a„*,:aj,....4,:a;,) = ' ^ 



«i + TT 
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80 \$i 



Q ^__^_^ 11*1 ^ü ^__^ mOi 



uod hieraiM 






DieB labt 8ich auf jeden andern Kettenbnich nnd auf alle spfiteren Elemente 

in demselben auadehnen. Es gilt anch wenn m = — ist. Daraus folgt Nach- 
stehendes. 

(1.) Es kann Zdkier und Nenner irgend eines Elements und der Zahler 
des nächstfolgenden mit einer und derselben Zahl multiplicirt and 
dividirt, und dies mehreremal wiederholt werden, ohne dafs der WerA 
des Kettenbruchs geändert wird. Es ist folglich 

(2.) &(*i:ai,^:as,....) = K(mbi:nuh^nAi:a2^....pbk*.pak,pbt^t:au^i^....). 

Wendet man diese Bemerkungen auf den Kettenbruch K(bg lOi^b^im^) 
an, so lafst sich derselbe durch forlgesetste Division in einen Kettenbruch 
verwandeln, in welchem die ESnkeit der Zahler aller im einadnen Bruche 
ist (1. S. 1). Es tot 

(3.) KH,:a^,i,:mJ^ ^ j- 

Das allgemeine Geseta fOr diese Umwandlung ist: 
Wendet man ein ahnliches Verfahren auf den Kettenbruch 






"^^^TT 
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an, ao erhalt man 



C«0 J5:(^,J) = ^ 



«.+ 



«i-f 



*!*!. 






Die Fonneln (8. und 6.) geben ein einbehes Mittel, die Differem des 
»ten ood (M-|-l)ten Partialbruoht too JiC(dx:ai,^:ai, ....) aossadrOcken. 
Setstmao nAmliob Ai=«i, tA=«^, A^ssc,, .... 6._A=c, and M.-t^i=A.^it 
80 ist ans (6.): 

and 

Da aan aas (14. §.6.) 

ist, so erlillt ■•■: 

(7.) ./iC(r»:n.,«;:«;) « (-!)■ '»*« j^;jyj;^t» . 

Das gleiche Resollat ergiebt sieh ans (8. «nd 4), wenn man (16. S* &) *»- 
wendet. Da non 

ist, 80 er^iebt sich, nach Entfernoog 4er Nenner, folgendes allgemeine Geaets 
fttr KellenbrAehe von der Form K{biiaiib^:a^): 

(8.) Mr*i*2*s ....*.+! = *il>(«2i flU+i; *.+i, *s)i>(«., •.; *., *a) 
-*,l>C^,0.;».,»,)ll(anÖM.i;*H.n*2) = Z^iK-^^tZ,. 

Die Gleichnng (18. §.7) stimmt mit den hier gefundenen Siitsen flberein. 

Nicht uninteressant ist es, den Einflub au sehen, welchen die Var^ 
zgichen der einseinen Elemente eines Keltenbruchs auf den Werth der 
ParÜalhrflohe oder auf den des Kettenbruchs haben. Es dient dazu die eben 
angegebene Methode, oder auch die directe Benutsung der in den fraham 
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Paragraphen enthaltenen Entwicklungen. Für den Kettenbrach 

0, *'t 



"ST 

ist 






(11.) iC(— Ä^:«!, — *2:«t ••.. — *«:^) 



'^+-^ 



«1- 



2- 



— «^ 



Fflr den Kettenbrach 



±«. 



-.+-^ 



ist 

(13.) iCC^it^OitA:— <ii .... *.: — <^,) = i(— *i:ai,*,:;a, .... ft.ia«) 



«■+^+-....' ■ 



Folgeode swei Kettenbrflche: 

=^ and .=^ 



«I TT "• 



sind, wie leicht so sehen, einander gleich. Ans (11.) ist alse 

(IS.) =^ =J8:(--^:fli,~*.:a.) = «(*,:«„ *,:a,....ft.:(-l)-ai.) 
o, * 



-«.+^ 



-+^-. 



Ferner iet 
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(14.) *[(*,:«,, ftj:flj,*3:~fl3,....Ä,:(-l)"aJ 
= -Ä:(*,:«„6,:-«a,....Ä,:(-l)-'«i.) 
_ A _ -A 



a 1 *• 


«.H 


*. 


a 1 *' 


--+^+-. 



Möbiu» hat in seiner Abhandlang ( Bd. 6. d. Journ. S. 215) Ketten- 
brOche von der Form 



(15.) 



uniersucht. 









(Der Schlnfi im nächiten lieft.) 



I 
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Druckfehler im 47ten Baade. 



S. 290 Z. 7 lieg o, staU a^r 

— 294 — 9 r. In Reihen .... kaben sie sl. Dre Reiben .... haben 

_ 295 — 2 L Ka sl. K 

— 295 — 5 fehlt zwischen u^ uad 2K^ das Zeichen -f 

— 297 — 23 I. die so st. diese 

— 298 — 6 u. 7 1. zur Er^ielung erfordert werden sl. die Erzielung erfordern, 

— 298 — 24 1. den il6e/schen zukommen st. die Abekchen .... zusammen. 

— 299 — 20 1. uj\M a 

_ 300 — 6 1. /* ^'- /" * 

— 300 Formel (35.) 1. SI(u,— V,+Jj, ...)« sl. Sl(ii. - *Ja+Ja,. . .)« 

— 301 Formel (36.). Die zweite dieser Reihe ist noch mit y Q^pn^^ \ )i «I"« dritte 

mit y (f^(\) 350 multipliciren. 

— 304 Z. 12 I. so mufs ich auf ... . verweisen st. wird .... anzeigen. 

— 304 Formel (56.) fehlt vor d^ , J, der Factor 2. 

— 305 Z. 11 fehlt hinler Formeln: (15.) 

— 306 —12 I. 4^1 sl. i^y 
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7. 

Beitrftge zur Lehre von den Kettenbrachen; nebsf 

einigen Anwendungen auf die Berechnung der 

lYurzehi von Gleichungen. 

(Von Herrn Dr. Ottinger, ord. Prof. der MalbemaUk an der Universität sa Preiborg 

im Breisgao.) 

(SehInGi der Abbaadlang Nr.tt. im Torigeii Heft) 



§.9. 

»Sehr wichtig ist für die Darsteliang der ZaklenwertAe von Ketten- 
brflehen, insbesondere von periodischen, die Reduction der KettenbrQche auf 
eine kMnere Elementenzahl. Diese Reduction wollen wir an dem Ketten- 
bmch von der allgemeinen Form 

seigen; woraus sich die Anwendung auf specielle Falle leicht ergeben wird. 
Zur Grundlage dient die Gleichung (6. §.7). Durch Multiplication mit dem 
Nenner erhAlt man: 

= b^D(ih, a^i, ft^i, *j)a«+ ft|ö(ö2^ «-»; *-2^ *»)*•. 
Der Kflrze und hessern Übersicht wegen soll bei der nachfolgenden Entwicklung 

K(at;a.) statt K(bt:a,,b^:aJ^ D{a,;a^^,) statt I>(ai,a^i;ft.«i,4j) 
U.S. w. gesetzt werden. 

Dividirt man die vorstehende Gleichung durch 

80 ergiebt sich: 

Wird nun W«*»«-') ^s (2. S- 7) dorcb i£(a,;dUi) ersetzt nnd 



J^(<»i;*— i) rt/ ****"> tiiif beiden Seiten abgezogen, so gebt die vorstehende 
Gleidinng in 

Onlto't Jonra»! £ d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 14 
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aber. Wird Ä'(«,;«^,) = ^i^^5!ii^ reclils vom Gleichheilszeichen ein- 

ii(o,;a,_i) 

geführt and dann zu gleicher Benennung gebracht, so erhält man: 

Nun läfsl sich der Zähler rechts nach (8. §.8) durch (— 1)— ^*i*2*3 ... *, 
ausdrOcken; also ist 

b^b^ .... bn 

(1.) K(a,i a.)-K(a,;a..,) = (-1)-' mf^o'^'i^'^^' 
und 

b^b^b^ .,., bn 

(2.) J£(a.; a.) = K(ar, a.-0(-l)-^ i.^f'!^-' ^^T'^^' » 



Wird statt a. der Kettenbruch 



/>(o,;a^,) +''" 



in (2.) gesetzt, und der neue Kettenbruch in (3.) selbst wieder nach dem 
Gesetze (2.) behandelt, so erhält man: 

bn^l'bn^2 .... bn^m 

(4.) JSC(«^.; a,^J = K(a,^,; «..,.-,)( -1)-' ^. (^(^.^';^^.»-i)V 

i/jg^+i, 0,4.^,2) 0>+m I 

Wird auf gleiche Weise mit n.^^ verfahren, daffir der Eeltenbruch 

(5.) Ä.+« + '^^ * • • . ^"^^^^ = ^•+« + ^(«.+«+1 ; ö,+.+p) 

gesetzt und auch dieser Bruch eben so behandelt, so erhält man: 
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(6.) -K^(<».+«+rvaH-+p) 

PnH-m-f 1 » ftw-f w4-2 » « » « ft» f w -l-p 

Das Verfahren kann beliebig forlgesetzt werden, und es wird dadurch die 
beabsichtigte Umformung erlangt; es sind die Werthe von (4. und 6. in 2.) ein- 
zufahren, und die Substitutionen nach Gefallen fortzusetzen. Hieraus ergiebt 
sich dann folgende Formel: 

(7.) JSC(fti : Äx , *2 : «2 . . • . *,+«+p : Ä»+«+p • • • •) 

'«•■"-"-"•- li?;!:;;!!;!' 

fl (0,1+1 ;an+,,»-i) 

Das Gesetz, welches diesem Ausdrucke zum Grunde liegt, ist deutlich. 
Doch ist die Gleichung in dieser Form nicht gut brauchbar. Um sie fOr die 
Anwendung bequemer zu machen, löse man die PartialbrQche jfir(ai; a».i), 
£(^i.+i;^»+m-i) U.S.W, im Zähler und Nenner nach (5. §. 7) auf, und schaffe 
die Ausdrücke [/>(«i; ö^i)]\ [^(««+i; ^^•+m-i)T •••• ^®S- Letzteres ge- 
schieht einerseits durch Ausscheiden, andererseits durch Multiplication. Wendet 
man Dies auf das erste Glied im Zähler und Nenner des ersten Bruchs und 
auf den Zähler des zweiten Bruchs in (7.) an, so werden dieselben in 

umgeformt. Nun ist nach (6. §. 7) D{ai\ a^^^a^^D^a^^ «•-2)*» = ^(«n «•). 

Fflhrt man diesen Werth ein und multiplicirt Zähler und Nenner des ersten 

Bruchs und den Zähler des zweiten mit I>(a.+i; ii,+».i), so geht die Formel in 

14* 
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I*(a,;ii».i) L * ^•^» •»^^^^ ^ Z>(q4;ö.)D(a.+i;i3r.+«-i) 

Aber. Bedient man 8icb nan kflrzerer Zeichen und setzt nach (§• 7.) 

80 dafs die obern und und untern Zahlen der Z und iV die Anfangs- und 
Schiufs- Elemente bezeichnen, woraus die Zahler und Nenner gebildet werden 
sollen, so gehen die beiden letzten Ausdrflcke in 



1 Fga (4r-^h^i^i::d^[S^ 1 



und 



/_ JN«-1 ^»-I *«+i • * " *<-H>-^-f m-f p-l 



U.S.W, ober. Durch Substitution erhftit man nun aus (7.): 
(8.) K{bi : 01 , 62 : 1I2, . . . . *«+«+p : ^•+«+p • • • •) 



I ;V«+«+l y»-HiH-p+l I 

Diese l^ormel läfst sich noch auf folgende Weise ausdrficken: 



4. K-x rz"+' f—D— i*2±i* 

^ 11/ I »H-lV '^ »,«+1 






-^^•+«l+p-Hf-l 



[5c:::k-.<-*)'-' •••]]]]• 
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Die Formel wird einfacher, wenn man n=2m=ps=:g .... selzL 
Sie giehl dann 

(10.) K{bi:at^b2:ih-*^-) 









Noch einfacher wird sie, wenn man sie aaf perio^ßsehe Kettenbrflche 
anwendeL Die Zfihler and Nenner der Iten, 2ten, 3ten Periode u. s. w. 
sind dann, isolirt betrachtet, einander gleich, and es ergiebt sich aas (9.): 

(11.) JE(*i:ai,6,:a„*,:<i„*,:a.....) 






^-+^^^-*)-^^TO=^ •...]. 



Z^i, iV^x, iV. beziehen sich aof die erste Periode. Hai die Periode eine 
gerade Elemenlenzahl , so sind die Glieder des Kettenbruchs (11.) durch 
das neyathe Zeichen, hat sie eine ungerade Elementenzahl, durch das positive 
Zeichen verbunden. 

Wieder einfacher werden die AnsdrQcke, wenn man sieaufKettenbrQche 
von der ersten Form (l.§. 1) anwendet. Es ist dann aus (8. und 11.): 

(12.) JS^(«i, Ol, .... «»+«+pi ••••) 



1 r iv+* 






4-iV* Z""^* /_i\^» ^^m^l^^n^m+p^l 



»+«^ »+»+p— 1 



+iv::jLaz::::;-i(-i)^»-..]' 

(13.) liC(aj,iii, .... ö», 019^^ •••• ^»# ••••) 



= lSC7[^-'(-*> 



,-ii 



JV.+2;^,(_i)-»-* 



iV.+^.(-l)-' ^^^^^_^^^, . j^ 
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Das erste Glied in (13.) giebt deo Werlh des (n— 1)ten Partialbrucbs des 
nicbt reducipten Kettenbruchs, die zwei ersten Glieder geben den Werth von 
(2ii— 1) Gliedern, u. s. f.; die r ersten Glieder geben den Wertb von (rn— 1) 
Gliedern (nicht von rn Gliedern) des nicbt reducirten Keitenbruchs. 

Wendet man die Gleichung (12. §• 4) auf (13.) an und unterscheidet 
zwischen einem geraden und einem ungeraden n, so ist fflr ein gerades n: 

(14.) Ä:(öi,a2,...ö^,ai,Ö2,..^/»,. •) 

und für ein ungerades n: 

(15.) K{a^^a2^... a^^üi^a^,... n«,.. .) 

Der Zeichenwechsei in (14.) rechtfertigt sich leicht. Man entwickele näm- 
lieb nach (§. 2, 3 und 4) die Parlialhrflcbe des Kettenbruchs 

1 



1 



\ 



a--., 



so wird sich die Richtigkeit der Formel zeigen. Auch kann man von der 
Gleichung (15. §.8) ausgehen, nach welcher • 

1 4 





\ 


a 1 ^ 




"l 


"t- 


' a. 1 * 






1 ^1 


1 

— »4 



ist, und die entwickelten Ausdrücke der D nach (§. 3 u. 4) untersuchen. 
Auch dann wird sich «der Zeichen Wechsel einfach erklären, da die Elemente 
mit geraden Stellenzahlen negative Zeichen haben. Werden die Elemente 
sämmtlicb einander gleich gesetzt, so erhfilt man: 

1 M^ . . , a—* — (ii— 2)ii— H(w— 3),ii*-«... 

a 

a ' . 
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Werden jetzt in den Gleichungen (14. und 15.) die Zahlen wertbe für 
die angedeuteten Zähler und Nenner eingeführt, so leisten sie ihre Dienste 
fflr die Werthberechnung der Partialbrdche der nicht reducirten KettenbrOche; 
denn die rte Potenz in (14. und 15.) giebt den Werth des ((r-fl)»— l)len 
Partialbruchs durch den ursprünglichen. Nur wenige, mit den bisher ent- 
wickelten Mitteln sehr einfach zu berechnenden Glieder reichen zu einer recht 
genauen Werthbestimmung eines Kettenbruchs hin. 

Dies wird sich durch Folgendes zeigen. Es ist z. B. nach (§. 2.) : 
y21=4-|-Ä:(l,l, 2,1,1, 8,1,1, 2,1,1,8...) und ii = 6, 
JV5 = 12, iV6 = 103, Z5 = 7. Für r = l und r = 2 ist aus (14.): 

1/21 = 44-lr7— L") = 44--^, 
yai — '^t xiV Hü/ — * » 1320' 

i/91 — ±A,L(^ HO \ ^ , 1 /^ HO \ _ ^ I 84583 

ya\ — ^r x%\:~ i\o*—i) — ^112^ 12099/ ~ ^+145188* 

Es findet sich also der Ute und 17te Partialbrucb des ursprünglichen Ketten- 
bruchs durch eine kurze Rechnung; wie aus den Resultaten in (§. 2) zu er- 
sehen ist. 

Die Gleichungen (9—15.) lassen sich auch eben so leicht auf perio-- 
dische Kettenbrflche von einem oder von zwei Elementen anwenden. Die 
Wertbe der Z..^, iV^.i, JN^ lassen sich dann nach (12. u. ff. §.4) finden; 
wodurch die Rechnung noch mehr erleichtert wird. Ist z. B. 

1/2 = 1+^(2,2,2,...) 
gegeben und setzt man n = 5 , so ist nach (12. §. 4) 

Z4 = 2^ + 2.2 = 12; JV4 = 2*+3.2Hl = 29 und 
iV» = 2H4.2^ + 3.J2 = 70, N,^Z, = 82, 

und man erhält aus (15.): 

,/0 _ 11 V10 I 82-H(r-2)82-^+(r-3),82-^,.. \ 
y^ — *T29V^^» 82'-+(r— l)82'^2 + (r — 2},82''-*.../" 

Für r = 0, r = l, r = 2 ergiebt sich : 

= HsiOä+5^) = 1+ S = ''-"«'»^s^s . . . . 

Die zwei ersten Glieder des reducirten Bruchs geben 9, die drei ersten 14 
Glieder des ursprünglichen Kettenbruchs und den Werth bis auf 10 Decimal- 
stellen richtig. 
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Dafs die vorstehenden Gleichungen (14. und 15.) «r^ammeii bestehen, 
bestAligt sich, wenn man sie zur Werthbestimmung eines und desselben 
Partiaibrnchs, z. B. für ^2 benutzt, und hierzu den Uten Bruch nimmt. Setzt 
man n = 3 und rs=:^3, also Z^ — 2^ iVi = 5, iV3 = 12 und iV3-f-Z,= 14, 
so ist aus (15.) 

1^2 = l+TL2+l4r]:iirJ 
Setzt mati ii:=4 und r^=2, also Z^=b^ N^=ii2^ iV«s=29, so ist aus (14.): 

,^2 = l + l[5-g^] = I+l[5-:j||^] = l-|-^=M14213564..., 

weldbes bis auf die achte Decimalstelle richtig ist. 

§. 10. 

Die zweiten Wurzeln aus Zahlen lassen sich bel[anntlich durch perio- 
dische KettenbrQcbe ausdrflcken. Die Perioden, welche dabei entstehen, lassen 
sich aber nicht yorausbestimmen. So fahrt y^l auf eine Periode mit sechs 
Elementen, wie wir oben sahen, }/28 auf eine mit 4 Elementen (3, 2, 3, 10) 
u. s. w. Es Ififst sich aber zeigen, dafs alle Wurzel- AusdrOcke, welche Perioden 
von- nur einetn, höchstens zwei Elementen^ haben, auf Kellenbrache fOhren. 
Dadurch wird es möglich, alle diese Ausdrucke auf bestimmte und geschlossene 
Formen zu bringen. 

Man setze nAmlich 

l/A = yim'+p), 

wo m^ die nfichst niedrige Quadratzahl gegen A, p<i2m-\-l ist, und m und 
p ganze Zahlen bedeuten. Der fragliche Kettenbruch findet sich dann leicht, 
wenn man yA zuerst mit der Einheit theill, den hieraus sich ergebenden 
Quotienten und Rest sucht, mit dem erhaltenen Rest in den vorigen Divisor 
dividirt, und dies so weit fortsetzt, bis der Zweck erreicht ist. Es ist 

und der Rest ist y(iii^ -]-/>) — »•. Nun ist weiter 

i ^ l./(m'+p)+m ^2m. 

y(m*+p)—m p p ' 

der Rest ist y{m^^p) — fn. Wird mit ihm in den vorigen Divisor {p) dividirt, 
so ergiebt sich 

, P p[/(m*-fp)+m] _^_ 
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Von bier an wiederholen sich die gefiiodeneo zwei Quotienten und man erhält: 
00 y(»»H/') = «»+^— T__ ="' + <y> 2«, ^, 2m,... .)• 

Ist /^ == 1 , so ist 

(2.) ^{m^-\-\) = tn-\-- j =m^K{2m,2m,2m,....\ 

und die obige Behauptung ist gerechtfertigt. 

Um den Ausdruck )/(m^ — p) in einen Kettenbruch zu entwickeln, dient 
das gleiche Verfahren und man erhält: 

(3.) VC«.' -/»)=«+ t--r__ = »• -fK^p' 2«. J5> 2"». • ■ •) 



2in 

= 1» — Ä^, —2m, -y, —2m, ). 

Ist |> = 1, so wird 

(4.) )/(«i»-1) = i«-i--^ j. =ii»+iC(-2»i,2iii,-2ii»,2OT,...) 

-2m+-? j- 

^'»+=2^.... 
= 1« T- i=m — K{2m, — 2m,2m,— 2m, .,..). 

2W+ r 

-«'»+2^.... 

Wendet man nun auf diese Formeln die oben gefundenen Gesetxe an, so 

erhalt man: 

f^\ ^Ym^ I n^ m ! ;'r(2'«)'-' + («-2)(2mr->+(n-3),(2m)'-'p*+ ...-l 

KP) >(."» i-/»; — w-f- (2m)- + (rt— l)(2m)->+(n— 2).(2m)-V'+— ' 

IR^ .".„-^ n> m ;>[(2»n)-'-(w-2)(2m)"-V+(n-3).(2m)'--»>* 1 

^D.j vvw p) — TO (2m)"— (M — t)(2m)"->+(n— 2),t2m)-V*— '^^' 

rr-i i/'m'-^V- m I (2'»)-H(' »--2)(2m)'-3+(>.-3).(2m)>-'+-.. 

rft-» ^/"«.»-l^ — „ (2m)-^-(»-2)(2m)'-H(>*-3), (2m)-'' 

^p.) y^iw i; — r#i (2»i)«— (»I— |)(2»»)"-='+(M — 2j,(2»»)"~* ' 

CreUe'a Jftunial f. d.M. Bd.XLIX. Heft 3. 15 
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So sind also die Ausdrücke auf bestimmte, allgemein gültige Gesetze 
zurückgebractit n ist positiv und willkürlich anzunehmen. 

Aus (§. 6.) ergeben sich die Unterschiede zweier benachbarten Partial- 
brüche. Es ist 



Hieraus findet sich Folgendes: Der Werth eines Partialbruchs von gerader 
Ordnung ist kleiner, der eines Partialbruchs von ungerader Ordnung größer 
ab der Werth der darzustellenden Wurzel. Ferner ist für die Unterschiede 
der Partialbrüche von der Form (6.): 

Hierauls folgt das Gesetz für die Partlalbrflehe von der Form (6.); 
nämlich, dafs jeder nachfolgende Partialbruch kleiner ist als der vorhergehende, 
dafs also die Werthe sämmtlicher Partialbrüche nicht um den Wurzelwerth 
schwanken, sondern größer sind als derselbe und sich ihm immer mehr nähern. 
Sie verhalten sich zum Wurzelwerthe, wie eine Aeytnplote zur Curve. 

Die hier entwickelten Formeln leisten bei der Darstellung der Wurzeln 
gute Dienste, denn sie I>eruhen auf einem unabhängigen Bildungsgesetz. 

2m 

Namentlich lassen sie sich sehr gut gebrauchen, wenn — eine ganze Zahl, 

oder p im Verhältnisse zu m eine kleine Zahl bedeutet. Jedenfalls haben sie 
Vorzüge vor der bekannten Methode ; denn sie machen die Rechnung, welche 
zu der Entwicklung eines Wurzel -Ausdrucks in einen Kettenbruch nach der 
gewöhnlichen Methode nöthig sind, überflüssig. Auch convergiren die durch 
sie gebildeten Partialbrflche schneller, als die durch die gewöhnliche Methode 
gefundenen. Zudem kann man noch die in (14. und 15. $. 9) erhaltenen Re- 
sultate, wie leicht zu sehen, mit Vorlheii auf sie anwenden, da sich zwei 
oder mehrere Paare von Gliedern in eines zusammenfassen lassen. 

Um Dies zu zeigen, wollen wir den Fall ^21 nehmen; obgleich dieser 
Fall nur wenig die Vortheile der Methode darlbul. Es ist aus (5.): 
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y21 = y(4»+5) = 4-}-ä:(|-, 8, -|-, 8, . . .) = 4,58257569 . . . 

— 4-1 5[8— ^+(w-2)8— ».5+(n-3),8— ».5«...] 

— '*T 8»-j-(M— 1)8"-».54- (m— 2),Ö— ♦5»+.-. ' 

Werden hierin allmfiiig die Wertbe 1, 2, 3, ... statt n gesetzt, so erbalt 
man fflr die einzelnen Partialbrflche (Px, Pi, P3, ...) folgende Wertbbe- 
stimmangcn : 

P, = 4-f-^- = 4,62>]/21, 

P3 = 4+^ = 4,58277>y21, 
P« = 4+ |g5- = 4,582562 <y'21, . 

''• = '^ + 1^ = ^'^®2576 > y21 , 
a. 8. w. Aus (6.) ist 

|/21=y(25-4) = 5 + Ä:(i^, 10, J^, 10, ...) 

__ e 4[10— '-(»— 2)10—'.4+(w-3)J0— ».4« ] 

— ^ 1Ü--(M— 1)10— ».4+(m — 2),10— ♦.4» 

woraus sich die Parlialbrücbe wie folgt entwickeln: 

p, = 5 ^ = 4,6>y21, 

P» = 5 ^ ^4-1- = 4,583... >y2t, 

''» = '^-W = ^W = ^'^®2608>y21, 

''♦ = 5-W = ^W = ^'öS257575 = y21=P., 

'''' = '*-S = ^S = 4,5825756Ö7>y21, 

u. s. w. Der Ite, 2te, 3ie, 4te, ... nie Partialbruch fällt hier mit d«tn 
3ten, 5ten, Tten, ... (2n-|-l)ten nach der gewöhnlichen Methode ($.2.) 
zusammen. Die in der obigen Formel gehen mit den zwischenliegenden 
parallel. 

15» 
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Aus (6.) Ist 

/23 = y(5 -2) = 5- to«-5.10V2+6 10«.4-8 '"^-^ 112799 
= 4+ j~^ = 4,79583152332 ... > |/21. 

Der gefondeoe Werlb ist auf 10 Decimalsteilen richtig. 

§. 11. 
Es lassen sieb auch die obigeo Resultate gut zur Berechnoog der 
reellen Wurzeln der Gleichungen vom zweiten Grade benutzen. Für die 
Gleichung 

und ihre Wurzeln 

a?i = — 1»»-|- vCi'Ä'+p) ond *i == — i'« — V'(i»»*+A») 
erhalt man ans (§. 10.): 
n^ -r —KC"" «.*",« ^ _ p(m-H(>«-2)m-»p+(«-3),m"-V+ - 

/-O -» *. — «. K-r''» «> "l— .« p['»-^-Kw-2)in-'p+(w-3),m-»/>«4- ••] 
Für 4p'-j-oix= — ;» ist 

(3.) Xi = ä(:^, »», . . .) 

p[m'-^— (w— 2)tw»-V4-(w--3),m-»p* •] 

»»•—(«— l)»»"-*p-i-(»—2),m»-«|»* ' 

(4.) a?2 = — "»— ^(ü^* »»* •••) 

_ . p[m-^— (n— 2)m''-»jp4-(»--3).m-»p* ] 

— »»T m»— (»— l)ii»-»f (;i-2),m-*p» * 

För x^ — mx = -{-p ist 

rs-k j — m I P['»'"H('«-2)m-'p+(>t-3).m-V*...l 

r«-» - — - - ;>[m-^+(»-2)m-»/;+ (w-S), «.»-»y« . . ■] 
^o.) X2 — ,„-^(„_i)„».^2^^.(„_2)ii.-*;,»... 

Für x^ — mx = — p ist 

rSI * — I p[m-*-(/t-2)m-»p-K»--3),m»-«p* 1 



7. Oitingerj uon den Keiienbruchcn. 107 

Die Ausdrücke fördern sehr rasch, wenn ^m gegen p eine nicht un- 
bedeutende Zahl ist. Durch einige Glieder wird der Werth von Xi und x^ 
ziemlich genau gefunden. So lange p<im'\'\ ist, werden die Gleichungen 
gute Dienste leisten. Ist aber /i gröfser, so kann man 

(9.) i{W±p) = \i{rn^±^p) = il^C^H»-) 
setzen, wo s und r ganze Zahlen sind und r<c2m-f-l ist Dann ergiebt 
sich aus a? = i(— t» + y(«^-f"''))" 
riO^ ^—U n. I i^Vl 1 r[(2^r^+(n^2)(2.)»^r+(n-3),(2^rV,..] 
tlU.J X, — iC— ^r^^Ti (2«r+(ii — l)(2«)-V+(« — 2).(2ir)-*r«+- ' 

m^ ^—Xf tnJ-..^ I r[(25rH(^*-2)(2#)'^r+(n-3)(25)'^r...] 
l^ll.j X, — it — m-}-*;— i (2ä^*^(,^_i^(2«)-V+(w — 2)(2*r-*r«+ ... ' 

Zur Entwicklung der Gleichung x'^ '\' tnp ^=^ p kann man auch folgender 
Methode sich bedienen. 

x = -^ 

giebt durch wiederholte Substitution 

j? = -2 =K(p:m, pim, ...). 

m-J 

Daraus findet sich zur Werthbestimmung der einen Wurzel: 

Für die zweite Wurzel giebt ein einfacher Calcul die nämliche Formel wie 
in (2.)- Die Entwicklung der Formen von x^ — mx=p und x^±mx = —p 
fähren, wie sich versteht, auf die frfihern Darstellungen zurflck, wenn man 
sie nach dieser Methode bebandelt. Die Formel (7.) läfst sich um so zweck- 
mäfsiger benutzen, je gröfser m im Verhältnifs zu p ist. 
Fflr die Gleichung 

a?^4-20x =. 2 

z.B. hat man aus (1. oder 7.): 
^^ = 20 = ®'^' 

_ 2(20^+2) _ 201 009950495 

^1 — 20«+2.20.2 — 2020^ " u,uyyoü4yo ..., 
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^^ = 20-+2.20«,2+2« =40601= 0,0995049383 . . . 
Der 2ie, 3te und 4te Brach giebt die Wurzel auf 5, 7, 10 Decimalstellen 
richtig. Der Werth der zweiten Wurzel ist nach (2.)^ 

x^ = —20,0995049 .... 
Die Gleichung 

a?^ — 20a: = —2 
hat folgende Wurzeln: 

2(20»— 4.20*+3.20.2) 7 84060 ^ ii\{\v^{\^c\aooaa 

^^ = 20'-5.20V2 + l20.4-8 = 7801199 = 0,100505063388 .... 

ar = 20 - ^^g = 1 9,89949493661 . . . , 

deren Werthe au^ 11 Decimalstellen richtig sind* 

FOr die Gleichung 

ar'-L8x i= 10 

finden die Ausdrflcke (5. und 6.) ihre Anwendung. Hier ist aus 

Ol* -f 4/1=64 + 40=100 + 4 und * = 10, r = 4: 

1/ Q I 4AN I 1 4r20»+2.20.4] . , , 2040 

^i^i(-8 + 10) + i^ gQ,^^3^^.^^/g =l+i-^-^3Qj- 

= 1+^.0,198039027=1,099019513 ..., 

a-2 = — 9,099019513 ... 

Diese Wurzeln sind bis auf 9 Decimalstellen richtig. 

Man sieht, wie practisch die mitgetbeilten Methoden sind; denn die 
Auflösung der Gleichungen vom zweiten Grade geschieht durch eine ein- 
fache Division. 

Abgesehen von (m) in den Formeln (1, etc.)^ ergiebt sich, 
(13.) Dafs sich die zwei Wurzeln einer quadratischen Gleichung durch 
einen und denselben periodischen Kettenbruch darstellen lassen. Nach 
Gatois und Möbius (6ter Band d. Journ. S. 234) sind zwei perio- 
dische KettenbrQche dazu nöthig. 

§. 12. 
Auch zur Auflösung der unbestimmten Gleichungen mit zwei Unbe- 
kannten, oder derer, die sich darauf zurückbringen lassen, können die obigen 
Resultate gut benutzt werden. 
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Ist 2. B. : 

(1.) ]S^Ax-\-D = By-\-E, 

unter der Bedingung, dafs D<:,A, E<iB, A<iB und sämmtlich ganse 
positive Zahlen, auch A und B relative Primzahlen zu einander sind, so bat man 

(2.) Ax = By^E-D=zBy-\^C. 

Dies giebt durch Division: 

Hier bedeutet Ui den Quotienten aus -r-, und &i den Rest. Bebandelt man nun 
auf die nämlicbe Weise 

so erbait man 



A ~ ^' 

I b.r — r I 



Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man endlich, da A und B re- 
lative Primzahlen sind, auf die Einheit als Divisor; wodurch die Rechnung 
geschlossen ist. Gesetzt, dies sei im vorliegenden Falle mit dem fünften 
Quotienten (a«) der Fall, so ist 

IC = «!>■+»•, 

(3.) ^r = «,*+/, 

t == a,ti-i-C. 
Substitnirt man nun die spfitern Werthe io die frAhern in (5.) , so ergiebt sich : 

y = (a,a,a«a,-f«,a,+ l)ti+(a2a,a4+«2)C 

OtOf 

4? = (a,a,a,«ta,+a,a2a,-j-a,)ti4-(axa2a,a4-f<iiaj+l)C; 

010405 Oi 03 04 

ond hieraos , in Bezug auf die in ($. 2 und 3) aufgestellten Gesetze : 
y =s />(«,, 4>, ««, Ob) u -\-D{at,at,at)C, 



c*) li: 



/>(«,, at,ih, 04, fl,)ti-f I>(ai, o,, a,, a,)C. 
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So ist in diesem Falle die Gleichung (2.) gelöset. Ist man bei Anfsnchnng 
der Quotienten bis zu a^ vorgeschritten, welches 

giebt, so erhält man auf gleiche Weise durch Substitution die Auflösungen 

[y = D(a2,ae)v—D{a2,as)C, 



Diese Entwicklungs-Art ist. wie leicht zu sehen, allgemein und giebt 
fQr die Quotienten Ui. 1X29 ••• ^n- 

^^'J \x = Dia,,a^)u{-ir-'D(a,,a^^)C. 
Erinnert man sich nun, dafs nach den bisherigen Voraussetzungen 

also J=ö(a„a,), B = />(«!,«.), Z,_i = /)(a2,fl^x), A'^i =/>(«!, a._i) 
ist, so erbfilt man: 



Es lafst sich sofort x und y durch Partialbrfiche des Kettenbruchs -g- finden. 
För die Gleichung (1.) ergeben sich also folgende zwei Auflösungen: 

(10.) N = ABv(-rr'AD{a,,a^^,){E-D) + D, 
(11.) AT = ABu{---iy''BD{a2,a^,)(E—D)-^E. 

Der Werth von u ist veränderlich. Die hier gegebenen Gleichungen 
lassen sich in der Form 

Ax = ±C, WoA.B, 

darstellen. Die Gleichung (11.) hat die bequemere Form. Sie giebt folgende 
speciellen Falle: 
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Fflr die Qaotienten aj, Oj: 

FOr die Qaottenten Oi, Oj, «b^ 

Für «1, «2, 4>« «•: 

^ = •u4fii« — B(<?,<ii-|-l)(jB— />) + «. 
Für «,, a,, <^, Ot, «i-- 

N = JBii + B(a»ihat + a, + «♦) (^— />) + E- 
Fflr Ol, «2, ... «^: 

«««6 

Fflr Ol, Ol« a, ... fl,: 

OtOstk 

0. S. W. 

Werden i. B. die Zahlen gesacht, welche darch 55 dividirt, den Rest 
4 and durch 89 dividirt, den Rest 41 lassen, so ist 

ZV = 65»-f-4«=89y-f41 
and man hat 

Femer ist nach (§.2 ond 3) iVg = 5ö, Zg = 34, ^ = 55, = 89, D = A, 
E=z 41, n = 10. Aus (lO. and 11.) erhfilt man 

iV=55.89u— 55.55.37-1-4 =4895« — 111921 
= 55.89»— 89.34.37 -{-41 =4895«>- 111921. 

Die einfachste Form hierfflr ist 

(12.) N = 4895» -{-664. 

Fflr 55« = 89«-f 1 erhalt man 

^=55.89»- 55.55 = 55.89»- 89.344-1 = 4895»-3025, 

und hieraus 

(13.) iV= 4895» -f 1870. 

CreUc't Jonrnal f. A. M. Bd. XLIX. H«ft3. 16 
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%. 13. 
Die Gleichtug 

(I.) Ax-{D'\'By-\-E= F 

lifst sich auf dioselbe Weise behandeljo. Sie giebt 

(2.) At-\-Byz=F—D^E^C, 

oder 

(3.) Ax = -.By-\-a 

Wird nOB ~i^ auf die im vorigen Paragraph angedeatete Weise entwiofcelt, 

so erbilt nan 

(4.) —y = Ä^(— o,,— «j,,... — <^,) 

und folgende entwickelte AnsdrOcIie: 

(5.) y = />(-«,, -a;)t«+Z>(-<?„ -a^i)C, 

(6.) « = D^-a^, -<i;,)i»+ll(-.a„ ~«i^i)C. 

Die Ancabl der Elemente in diesen AusdrOeken entscheidet Aber die Zeichen 
und es wird 

Hier ist e=F— H— JB. 

Die Auflösungen, auf welche die entwickelte Darstellung von (7. und 8.) 
fahrt, geben liemlich grofse Wertbe, wenn C eine gröfsere Zahl ist. In 
diesem Fall lassen sich die nöthigen Rechnungen bedeutend abkflrsen, wenn 

man die Division -4 wirklich ausfahrt. Dies giebt folgendes Schema: 

\y = — a,r-|-», 
(9.) <r « — a,«-j-'* 



unter der Bedingung, dab 

(10.) -§ « 4?,+ ^, 
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also Ci der Quotient von jj^ nnd d^ der dnrcb die Division entstandene R«st 
ist. Die Glfieiinngen (7. nnd 8.) geben dadurch in folgende Ober: 
(11.) y«(-ir*4ii(-l)-^l>(a.,a..i)if, = (~ir*Jii(-ir^^ 
(12.) ar= c,{-\rBu{^\r^D{a,, a.^,)d, «= c,(-l)-|lii(- ir^^V-irfi- 
Die besondem Pille sind: 
POr die Quotienten a^^ a^i 

(13.) 1^^-^"+'''^ 
Fflr die Quotienten a^, Oj, <^: 

Pör «I, o,, «,, Ä«: 

|y = -iji«+(a,<i,-f l)rf„ 



Fflr «1» «,, «bi «I» <%: 

0. fl. w. Sollen nur positive Wertbe ffir p nnd q gelten, so wird die Zahl 
der Anflösnngen beschrflnlLt; bei mtfoHMn Werthen wird sie anendlicti. Aas 
der ersten Bemerl^png .folgt leicht, dafs bei Einfflhrang der Wertho von u 
in die Anflösnngen (11. u. ff.)« bei einer ßeraäen Ansahl von Quotienten 
fugative nnd bei einer ungeraden Anzahl von Quotienten /»o«ilrpe Werthe 
genommen werden müssen. Ein bestimmter Werth von « giebt ein Paar su- 
sammengeböriger Wertbe fflr y nnd x. Der Quotient c, stellt, als solcher, 
die Grenze von A dar; x kann den Werth von Ci nicht erreichen. 

Zur Auffindung der Zahlenwerthe ist diese Methode recht branchbar, 
denn sie erfordert keine Vor-Untersncbnngen, sondern giebt die Wertbe un- 
mittelbar, uilid nicht durch eine anrflcklanfende Ableitnngs-ArL 

Ist s. B. die Gleichung 

(17.) aia?+31y = 1770 

anfsnlösen, so ist |i = £(l,2,10), ^ = ^+^f «Iso Ca=84, <ft=6 

und man erbAlt ans, (14.): 

ar «= 102 - 31«/ r «» 31m - 12. 

16» 
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Wird 1, 2, 3 statt tf gesetzt, so erhalt man 

X = 71, 40, 9, 
y = 9, 30, 51. 

Diese drei Doppelwertbe geaflgen der vorstehenden Gleicliaag. 
Ist 

(18.) 17a?+47y = 2537 

gegeben, so ist ^ = Ä(2, 1,8,4), ^1 = 17, J3=:47, C| = 149, rf,c=4. 
Aus (15.) erhalt man 

x=149 — 47ti— 11.4; y = 17ir+4.4. 
Wird 0, 1, 2 statt tf gesetzt, so ergtsben sich folgende zusammengehörige 
Doppelwertbe, welche der Gleichung genflgen: 

X = 105, 58, 11, 
y — 16, 33, 50. 

§. 14. 
Die in (§• 10.) entwickelten Werthe können auch noch zur AufTösung 
unbestimmter Gleichungen vom zwmten Grade benutzt werdep« Die dort 
gefundenen Gleichungen geben dann den Wertfa der Wurzeln nur annähernd; 
entweder gröfser oder kleiner als der wirkliche. Um diesen Unterschied 
zu finden, mufs das Quadrat irgend eines Partialbruchs mit dem der Wurzel 
verglichen werden. Es ist im Allgemeinen 

(1.) («+-^)'$«,«-f;,, 

and hieraus ergiebt sich 

(2.) 2»i.Z.iV.+2?.$Af>. 

Um die Bezieliangen in (2.) ta ermitteln, ist twiscben einem geraden und einem 
ungeraden n za nnlerscbeiden. Nimmt man die geraden n, sncbt dann A^j. 
and 2^2. nacb (5. $. 10) and entwickelt %mZ^^N^ und 2^,/ Ni„ so er- 
bftlt man folgende zwei AasdrOcke: 

(3.) Nlp 



.[{2mfp^2(2nr-i){2mf^p*-\- (2fi-2). 

(2n-i)(2n-l) 



. 2(n+3), 
2(»+2).(H.2), 



(2mYp>-^^ 2(»+2). 

(iH.l),(ii+ih 



(2m)»^;»»+ (2»-3), |(2m)*^V- 
2.(2i^1)(2m-2),| 

(2m)*p»-»+2(ii-hl).(2m)V'«+p»-+»],- 
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(4.) 2mZ^Nu+Z^ 
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= [(2ii.)«-p+(2»-l) 
(2m-2) 



(2m)<-»p*+ (2«-2), 

(2«-l)(2n-2) 
(2»-3), 



(2m)«-*p*+ (2fi-3). 

(2n-2),(2n-2) 

(2n-l)(2N-3), 

(2»-4). 



(2m)«-«;.*. 



(2m)«p»-»+»(H+l), 



(2»)V«-'+«(2m)>»»] 



»(»+2)« 

(«+!). (n+l). 

(«+2). 

+[(2m)*-»/.'+2(2»-2)(2»)«-«/.*+ 2(2»«-3). (2»)»--»;»*+... 

(2/1-2) (2/^2) 

+ 2»(«+2). {2myp^^+2n(H+i)^{2m)*p^^-\-H*(2m)p^l 

(w+l), («+!). 

Vergleicht man nun die Vorzählen der Glieder io (3. und 4.) « welche den 
nfimlichen Potenzen der ordnenden Gröfsen (2t») and p zagehören, mit ein- 
ander^ so zeigt ein einfacher Caicul ihre Gleichheit. Daher ist (3.) um das 
Schlufsglied /»«^^ gröfser als (4.). Dies fahrt zu folgender Gleichung: 

Addirt man m'Nu auf beiden Seiten and ordnet, so ergiebt sich 



(5.) 



(m+g>.)*+p"+^ 



-w-, 



"»'+/»• 



Diese Gleichung zeigt, in welchem Verhältnisse die Wurzel za dem 
Quadrate des Zfihlers und Nenners des (2ft)ten Partialbruohs eines periodischen 
•Kettenbruchs mit zwei Elementen von der Form (1. §. 10) steht. Setzt man 
m-{-«i. = <v> j^u = y nnd die Wurzelgröfse m^-\-p = A, so ergiebt sich 
ans (5.): 

(6.) a?* — ^/ == -p^'+K 

Vergleicht man unter den nfimlichen Voraussetzungen das Quadrat des Zflblers 
and Nenners des (2n — l)ten Partialbruchs mit dem Wurzelwerthe , so ist, 
wenn die gleichen Entwicklungen nach dem Vorgange Ton (3., 4. und 5.) 
gemacht werden: 

(7.) si-Ayi= p'\ 

Die Gleichangen (5. and 7.) lassen sich unmittelbiir auf AasdrQcke von 
der Form ^(m' — p) anwenden, wenn man —^ statt -f/' s^^zt. Man erhfilt 
fftr m^—p = Ai folgendes Paar zosammengehOriger Gleichangen: 
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(8.) x'^A,f = ^f^+', 
(9.) xi-^A,yl = +/»^ 
Ffir p = i ^hen diese Glelehangen In 

(10.) or'— u*r'=— 1 nnd arj- Jyi = +1, 
(11.) ar»_il,y»=4-l and jr,-^,yl= +1 
Ober« Die Formen in (11.) gelten fflr einen Partialbroch von der geradem 
and von der ungeraden Ordnung, also fQr jetUn. 
Ans (5.) ist 

ist 2m durch ;» ohne Rest theilbar, so mofs auch, wie aus ($. 10) leicht su 
erweisen, der Nenner N^ durch p^' ohne Rest theiibar sein. Hieraus folgt 

also auch 

(12.) ai'-Ay' ^ -p. 
Ans (7.) wird unter den nfimliohen Voranssetzangen 

(13.) xl-Ayi^+1. 
Aus (8. und 9.) wird far Aisszm^^p, unter dieser Bedingung: 
(14.) x' — A.y^p und ^ — iiiyj=+l. 
Dadurch sind die Bedingungen gefunden, unter welchen die Gleichungen (6 — 14.) 
gelten und aufgelöset werden können. 
Die Art, wie die Gleichung 

a?^~i4/«=+l 
durch Entwicklung der Wursel-Ausdrflcke in Keltenbrflche aufgelöset wird, ist 
bekannt. Dabei Ififst sich aber nicht im Voraus angeben , wann die eine oder 
die andere Auflösung erlangt wird. Fasset man nun die in den hier erhaltenen 
Resultaten liegenden Gesetze zusammen, so ergiebt sich Folgendes. 

(15.) Werden Wurzelgröfsen in periodische KettenbrQche mit zwei Ele« 
menten entwickelt, so lösen die geradem Partialbrilche die Gleichun- 
gen mit zweierlei Zeichen (Form. 6. u. 8.), die ungeraden aber 
die Gleichungen mit dem pontiven Zeichen (Form. 7. u. 9.) auf. Das 
negative Zeichen erscheint, wenn p im Wurzel- Ausdruck das poeiüve 
Zeichen, das positive Zeichen, wenn p das negative Zeichen hat. 
Die Gleiobnngen (6 — 9.) gelten, wena 2m nicht durch p theiibar ist. 
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(16.) Unter den nimUehen Bedingungen gelten die Gleichungen (13. n. 14.)« 
Dabei tritt die weitere Bedingnng binsn, dafs 2m dareli p oiine Rest 
tiieilbar sein mors, wirlilicb getheilt werde, p aber nicht der Ein- 
heit gleich sei. 

(17.) Die Gleichungen (lO.u.11.) beliehen sich auf Wurzel-Ausdrflcke, 
in welchen p=i ist. Sie unterliegen den in (15.) angegebenen 
Bestimmungen. 

(18.) Wird die Division iron — vor der Darstellung der Zahlenwerthe 
der Partialbradie oder der Glisichungen (6 -r- 9.) nicht ausgefohrt, 
obgleich p in im gani oder ram Theil enthalten ist, so bleiben die 

genannten Gleichnngen in Kraft und gehen nicht in (10. u« 11.) Aber. 

2iii s 
Ist aber p in 2m nur Ifcettweise enthalten, so dafii -— - ^=3 j- ist, so 

bleiben (6— 9.) noch fmmer gültig, und p geht in t Aber« 

Soll ft. B. die Gleichung 

9?^Af = qp2 

aufgelöset werdm, so lösen alle geraden Partialbrflche von 

A A 1^11. yi8, 1^27, ,/38,Y51,... 

dieselbe in Besug auf das negalwe Zeichen auf; denn sie gehören der Form 

m^-f 2 an. Alle geraden PartialbrOche von 

A f7, 1^14, ,^3, 1/84, y47, . . . 

lösen die Gleichung 

«*-^/ = +2 

auf, denn sie gehören der Form m^— 2 an. Es ist 

y3«l+Ä(l,2,l,2,...); 

die lugehörigen Partialbrflche sind der Reihe nach: 

2 5 7 19 26 71 
T* T» T' II' 15» 41* 



Man erhilt also: 



5^-3. 3'= 25- 27 = -2, 
19*— 3.ir« 361— 363 = — 2, 
71* - 8. 41* = 5041 — 5048 = — 2, 
n. s. w. Femer ist 

y2 = 2+Ä(-2,4,-2,4,...); 

die Werthe des 2ten, 4ten, 6ten, • • • Partialbruchs sind 

^ 4 _.10 ^ 24_58 o 140_338 
^~T — T» ^""H-"«' ^~23?~239 

und man erhflit: 
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10*— 2. r= 100- 98==+2, 
58—2.41'= 3364— 3362 = -|-2, 
338' - 2 . 239' = 1 14244 — 1 14242 = 4-2, 
a. 8. w. Die Gleichang 

ar'-Jy' = q:3 
wird durch die geraden Partialbrflcbe too 

yi2, y39, |/84, |/147, . . . 
ye, )/33, ]/78, ]/141, . . . 
aofgelöset u. s. w. Die Gleicbang 

x'-Af =^ +3' 
wird darcb die ersten PartialbrOche von 

1/4, il, }/19, 1/28, |/52, ... 

yi, )/i3, y22, |/48, yei, ... 

aufgelöset nnd es ist: 

5'- 4. 2'= 25- 16 = 3', 

11»_ 7. 4'= 121- 112 = 3', 

35'- 19. 8' = 1225 — 1216 = 3', 

53' - 28 . 10' = 2809 — 2800 = 3', 

0. s. w. Ferner ist: 

6'— 1. 4'= 25— 16 = 3', 

29'-13. 8'= 841- 832 = 3', 

47» - 22 . 10' = 2209 — 2200 = 3', 

95' — 46. 14' = 9025 — 9016 = 3', 

u. s. w. Hierans ergeben sieb folgende swei zusammen bestebonde Gloiobongei»: 

x'-Af = 3', 
(a._6)'-M-6)y = 3', 
und man kann ?on der ersten auf die andere Obergeben. Zogleicb sieht man, 
dab anch folgende zwei Gleichungen zusammen besteben: 

x^-Af = ^p\ 
(x-2pT-{A-2p).f = +p\ 
Die hier mitgetheilten Resultate waren schon vor dem Jahre 1843 
niedergeschriehen. Der Drack derselben hat sich bis jetzt verspfitet. 

Über den Gegenstand fiberhaapt sind die Abhandlongen von Mobius 
(6ter Band d. Journ.) und von Slem (lOter n.llter Bd.) so vergleichen; wo 
sich anch die bezAgliche Literatur angegeben findet. 
Freyburg im Breisgau, im December 1851. 



119 



8. 

Rectification des formules qai expriment le nombre 
des d^compositions d^un nombre donn6 en deux 

carr^s. 

(Par M. Paul VolpieelU, professeur & l'universitö de Rome.) 



Jua seconde des deux formales donnees par M. Gaufs et Legendre^^y 
pour exprimer le nombre des decomposilions possibles d'on nombre donne en 
deux carres, a ele consideree par M. Terquem*^^^ et par moi-mdme **♦), 
comme affectee d'une erreur typographique. Le bat de cette note est de 
faire voir, en premier lieu, qae cette formale ne contient aucune espece 
d'erreur; en second liea, que oatre les deux formales itablies par les deax 
giomelres pricites, il en existe ane troisieme, qui n*a pas encore ötö enon- 
cöe, et qui se rapporle aux cas non compris dans celles-la. 

Posons d'abord qu^un nombre quelconque M peut £tre reprösente par 

ou les facteurs hi^ h^^ . . . h^ sont des nombres premiers, cbacaa de la forme 
4m-f-l, et ^ un produil de facteurs premiers , chacun de la forme 4ii-|-3: 
pais fi, et, ß, ^ • * r des exposants enliers, et positifs. On sait par la theorie 
des nombres que, si jS» n'cst pas un carre, M, ne peut pas dlre decompose 
en deux carres. Puis on a jS>s=1 si rentier M ne contient aucun facteur 
de la forme 4it4-3; et ^ = si JH est impair. 

II. 

Cela pose, quel que soi( rentier //^ si au moins un des exposants a, 
/9^ ... T est impair, le nombre v des decomposilions possibles de M en 
deux carres, est 

(1.) y = *[(«+l)(/J+l)(y+l)...(T + l)]. 



*) Disquisitiones arithmelicac. Lipsiae 1801, p. 219. — Recherches arithmötiques 
par M. Gaufs. Paris 1807, p. 257. — Theorie des nombres par Legendr e. Paris 
1830, p. 314. 

^^) Nouvelles Annales de mathämatiques, Paris 1850, T. IX, p 307 et 308. 

^**) Atti delF accademia ponliGcia de' Noovi Lincei. Roma 1850 T. IV, p. 28. 

CreUe*! Journal t d. M. Bd. XLIX. Heft 2. 17 
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Voila la preroiere des deux formules donnees par les illustres Gaufs et 
Legendre däus les ouvrages ciles ci^dessus. Nous Tappliquerons a quelques 

Elxemples. 

r. Soit 

ilf = 2'''.17. 13' = 2'^ 37349. 

On a fiz=z2p, a = 1 , /3 = 3 , et par suile v = 4 : En effet il se trouve 
facilement: 

2'''.37349 = 2^''(10^ + 193^= 82^ + 175' = 130^143^= 182^ + 65^). 

2^ Soll 

ilf = 17 . 13\ 5* == 4668625- 

Od a ^ = 0, a = l, /3 = 3, y=3, donc y===16: Et en effet on trouve 

/ 1880^+2065^=1980^+ 865'= 1340'+ 1695'= 2 160'+ 55' 
1= 780'+2015'=2080'+ 585'= 260'+2145'= 1560'+ 1495' 
J= 276'+2143'= 496'+2103'= 552'+2089'= 1252'+ 1761' 
l=1144'+1833'=1716'+1313'=1872'+1079'=2132'+ 351'. 

3^ Soit 

ilf==^\5'.13 = 2600. 

On a /t = 3, a = 2, /3 = 1, et par consequenl v=3: En effet on obtient: 

2600 = 10' + 50' = 22' + 46' = 34' + 38'. 

IIL 

Posons en second Heu, que fi soit impair. Si tous les exposants 
a, ß, ... T sont des nombres pairs, le nombre r des d^compositions de M 
en deux carr6s sera exprim^ par 

(2.) v = i[(a + l)(/3+l)...(T+l)]+f 

Dans ce deuxieme cas, en posaot /i = 2p'\-i^ il est clair que une des So- 
lutions de Pequation 

sera 

ar = y = 2''A^ÄfA^ ...h\\ 

Les formulewS (1. et 2.) sont Celles que M. M. Gaupt et Legendre ont 
donnees a Tendroit cite de leurs ouvrages, pour assigner le nombre des d^ 
compositions dont nous parlons. La formule (2.), comme il a etä dit au 
comoiencement de cette note, fot ceasee uffeclee d'uue erreur typographique; 
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e*est-ä-dire, on croyoit que dans cette formale il y avoit a lire *— ^ au lieo 
de -f ^. II n'en est pas ainsi; la formule (3.) satisfait plalöt exactemeBt 
aa second cas qoe noos considirons maintenant. Cela se vörifie dans ce 
qoi sait. 

Exemple. 
Soit 

ilf = 2\5M3' = 33800. 

On a /i=3, as=2, ß = 2^ donc 1^ = 5: Et en effet il se troave: 

33800 = 26'+ 182r=== 46^ 178' «: 94H J5ff '^ 170*+ 70^ = 130* + 130*. 

IV. 

En troisieme lieu, supposant /i pair, on zSro, et tons les exposants 
a, ßj ... r pahrs, le nombre )/' des decompositions sera exprimö par 
(3.) i/' = i[(a+1)(/9+l)...(T + l)]-i. 

1». Soil 

iif = a'p.sMr = a'p.raas. 

On a /* = 2p, a=:2, /9 = 2, et par suite v" = 4: En effet on obttent: 

2»P.72a5 = 2*^(51* + 68» = 75* -f 40* = 13' + 84» = 77» + 36»). 

2°. Soil 

ilf=5'.13» = 4225. 

On a i* = 0^ a = 2, /9 = 2, donc y" = i: Et en effet il se trouve: 

4225 = 25» -f 60» = 39» + 52» = 33» + 56» = 63» -f 1 6». 

V. 

Selon moi», la formale (3.) est eelle qn'il convient de jolndre anx 
denx aatres, deji connnes, pour obtenir le nombre des d^oompositions dont 
noos parlons. Par Tensemble des formales (3. 1. et 2.)« on peat dans toos 
les cas tronver le nombre des decompositions. 

Si dans la formale (3.) noos posons 

on aara 

ilf=2»''AJA|A|,.. AJ = «», 
et ensnite 

(4.) v'" = i(3»-l), 

17» 
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v^'' etant alörs le nombre des decompositions possibles de M=z^ en deox 
carres, c'esl-a-dire, $^" est le nombre des Solutions, en enliers, de reqnation 

Je trouvois la formale (4.) en aoüt 1850 par une voie directe, et 
je la commoniqaois a M. De Morgan a Londres; eile fut publiee ä Paris 
dans le Journal inlitule „Nouvelles Annales de matbematiques'" *). Ce fut alors 
que, la formule (4.) ne pouvant ötre deduite ni de (l.)i ^^ de (2.) C^^i 
etaient les seules formules alors connues)^ M. Terquem et moi croyoient que 
la formale (2.) contenait Terreor typographique indiquee ci-dessas: opinion 
qui maintenant doit dtre rejetee en vertu des observalions pröcedentes. 

Si Ton ne voulait pas considerer dans le second cas la somme de 
deux carrös egaux, alors on aurait i/ = i/"; c'est-a-dire que rentier 

M = 2'''+^Al"Äj*Ä^... hV 
serait decomposable aulant de fois en deux carres differents entr'eux, quMl 
y a d'unites dans (3.)« 

Si, pour embrasser toas les cas relatifs au nombre des decompositions 
possibles d'un nombre donne M en deux carres, on fait, pour abreger: 

(«-fi)(/^+i)(r+i)---(^+i) = fi. 

le nombre dont il s'agit sera exprimö par les trois formules: 

v=^\H, v'=i(£r+i), i/'=i(£r-i). 

La premiere de celles-ci suppose que, quel que seit fi, au moins un 
des exposanls cl, ß, y, ... x est hnpair: la deuxieme suppose que /i est 
impair, et que tous les exposants sont pairs: la troisieme suppose que fi 
est pair, ou zero, et que tous les exposanls sont pairs. C'est pourquoi il 
faut dans les differents cas qui se rapportent a notre question, avoir ^gard 
non seulement aux exposants cl, ß, y, .. . x, mais encore ä Fexposant /x. 

La demonstration des formules (1. et 3.) que j'ai deja publiee*^) peot 
s'^lendre facilement, sans changer de principes, möme ä la formule (2.) 9 a 
laquelle on substitua alors la formule (3.)) qui au contraire doit iive jointe 
aux formules (1. et 2.)* 

Rome, Decembre 1853. 



•) T. IX. Paris 1850, p- 306, 

*^) Aiti deir accademia pontificia de* Nuovi LinceL Roma 1850 T. IV, p. 28. 
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9. 

Sar les difi^rents genres de maltiplication. 

(Par H. Orassmann, prof. des math^m. au College de Slellin.) 



M. Cauchy a comrouniqaö a rAcad^mie des Sciences, le 10, 17 et 24 
janvier de Pannee passee, les principes d'an calcul fonde sur des quantiles 
qull nomme clefn alg^rii/ues. (Voyez Comptes rendas XXXVI pages 70, 
129, 161.) II a fait voir qa^a Taide de ce calcul, od peut resoudre avec 
une grande facilitö des questions d^analyse et de mecanique, dans lesquelles 
Tapplication des methodes ordinaires entrafnerait de longs et penibles caiculs. 
Ce n^est que depais quelques semaines que j'ai pu obtenir connaissance de ces 
Communications; mais au premier coup d^oeil je reconnus que les principes qui y 
sont ötablis, et les resultats qui en ont ete tires, etaient absolument les mömes 
que ceux, que j'avais publies d^ja en 1844 (dans un ouvrage intilule yyAusdeh^ 
nungslehre oder Wissenschaft der extensiven Gräfte. Leipzig 1844.'^^ 
et dont j^avais donne en möme temps des appiications nombreuses a Tanalysie 
aigebrique, a la ^eomitrie, a la mecanique et a d'autres brancbes de la phy- 
sique. Depuis la publication de cet ouvrage, je suis parvenu a simplifier et 
a g^nöraliscr les principes du calcul qui y est expose, mais je m'ötais pro- 
pose d'en retarder la publication jusqu^au temps ou j'aurais le loisir de rema- 
nier tout Touvrage. Cependant, en raison des articles ciles, je me trouve 
force de publier ici quelques-uns des resultals obtenus, comme je vois que, 
dans ses cle/s alg^briques, H. Cauchy a trouve en quelqua sorte les clefs, 
non seulement pour entrer dans la theorie que j'ai publiee jusqu'a present, 
mais encore pour ouvrir la porte a plusieurs resultats non encore publies. 
Ce qui en paralt le plus important, c^est le developpement des divers genres 
de mulliplicalion, dont je me propose de donner ici un aperQU. 

L'arithmetique ne connalt qu'un seul genre de mulliplicalion, dont la 
propriöte est que Ton puisse interverlir Tordre des facleurs, et reunir en un 
produit particulier autant de facteurs que Ton voudra, sans que la valeur du 
produit total en seit alteree; et qui de plus ne s'evanouit pas, a moins que 
Tun de ses facteurs ne devieune egal a zero. C'est surtout dans la theorie 
des quantites dans Tespace, que j*ai nommees extensives, et trait^es dans 
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roavrage cite, que se pr^sentent des genres de multiplication entierement 
differentes de celle de TaDalyse ordinaire, dont rapplicatiön neannioins Bietend, 
ä peu pres, a toutes les brancbes des matbemaliqaes et de la physiqne. 

Poor fixer Tidee generale de la maltiplicalion dont il s'agit, je com- 
mencerai par etablir les principes sar lesquels il paralt convenable de s'appnyer. 

Je dis que denx ou plusieurs qnantilös A, B, C, ... ovX entr^elles 
nne relation atgebrique, qaand Tone on Taulre d'entre elles est ^gale a nn 
poIynöme dont les termes sont proportioonels aox aatres, en sorte qne Ton 
ait, par exemple, 

im ß, y, ... dösignent de simples nombres, seit rationnels on irrationnels^ seit 
reels on imaginaires, soit egaux a zero, on non. Ponr en donner nne idie 
palpable, concevons que les lettres A, B designent des objels differents qnel- 
conqnes^ par exemple, differentes especes de plantes. Alors il est övident 
qne la cbose representee par la lettre A ne sanrait ötre regard^e comme le 
prodnit de la cbose B par ancnn factenr algöbriqne; on, ponr en cboisir nn 
exemple qni soit plns conforme anx roatheroatiqnes, snpposons qne A e\ B 
ddsignent des ligneß donnees en grandenr et en direction, et snpposons qne 
le prodnit d'nne ligne par nn factenr aig^briqne reel, represente nne ligne de 
la möme direction, mais dont la grandoar est ä celle de la ligne donnee comme 
le factenr alg^brique est a Tnnitö; snpposons de plns que le prodnit d'nne 
ligne reelle par nn factenr imaginalre, soit nne ligne imaginaire. Alors la 
ligne A ne pourra evidemment resniter d'une multiplication de la ligne B par nn 
factenr algebriqne, a metns qne les lignes ne soient paralelles entre elles. D'on 
il resulte que les lignes ^ et 17 n'^ont ancune relation alg^brique entre alles. 

Considirons maintenant n quantites a, b, e .. . qni n'ont ancnne re- 
lation algöbriqne entre elles: alors il est evident que Ton pent en deduire urie 
infinite de qnantites, en multipliant cbacune d^elles par nn factenr algebrique, 
et en ajoutant les prodnits ainsi öbtenus. Nous appellerons ynile relative 
tonte quantite que Ton se propose d'employer, pour en deduire d'autres quan- 
tites au moyen d'une multiplication par des factenrs algebriques, tandis qne 
nous reserverons a Tunite des nombres le nom de unke ubsolue. De möme 
nous appellerons stfHeme Suniies relatives tout assemblage de plusieurs quan- 
tites, non liees entre elles par des relations algebriques, mais destinees pour 
en deriver par voie de multiplication et d'addition, toutes les quantites qne 
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Ton veat considörer. Enfin, doüs dösignerons les qaantites ainsi obtenues par 
le nom de quarUites extennives, en aorte qae, par ezemple le polynöme 

00 a, ß, Y, ... designent de simples nombres^ et a, b, c, . .. un Systeme 
d'onites relatives, devra ötre regarde comme une quantite extensive; et noas 
dirons qu^elle est cotnpos^e des unites a, b, c, . , . aa moyen des coeflicieiits 
^9 ß» y» * '^ (Dans mon ouvrage che, j'ai designe les aailes relatives par 
ie nom „Gmniänderungen,*' et an Systeme d'uoites relatives par le nom de 
f^Von einander unabhängige Grunddnderungen^^ (Voir §. 16.) : denominations 
qol r^soltent du point de vae particulier, soos lequel les qaantites extensives 
y sont envisagees.) II ne serait pas convenable d'employer Tepitbete cofn^ 
poee pour designer les qaantites extensives elles-mömes, parceqa^il arrive 
soavent que les qaantites extensives sont des qaantites aussi simples qae les 
unites dont elles resaltent. Par exemple, la diagonale d'un parallelogramme 
peat dtre regardee comme la somme des cötes qui partent da möme point, 
poarva qae Ton tienne eompte de lenr direction, aassi bien qoe de lear gran- 
dear. Donc, si Ton regarde ces cöles comme des nnites relatives, il est clair 
qae la diagonale est composde de ces anites, sans qa'elle cesse poar cela 
d^dtre ane simple ligne. Noas remarqaons a cette occasion que Ton peat 
regarder trois lignes, on qoalre points quelconques dans Pespace, comme an 
Systeme d'unites relatives, et qu'on peat en composer toutes les lignes ou toas 
les points de Pespace, a moins que les lignes ne soient paralleles a un möme 
plan et qae les points ne soient situes dans an möme plan. (Voyez sur ce 
sajet mon ouvrage precedemment cito, et oä je suis entri dans des dötails; 
en suivahti quant aax points, les principes etablis par H. Udoebius dans son 
caleul barycentriqae. Quant a la somme des lignes donnöes en grandeur et 
direction, il est remarquable que plusieurs geometres ont con9a cette idee 
presqae en möme temps et Ind^pendamment les unes des antres.) 

Considörons maintenant la tnuUiplication des quantites extensives. 
La multiplication en genöral est caraclerisee par la propriete, que Ton peat 
mulliplier, cbacan par cbacun, les termes, dont les factears sont composes, ou 
sont censes composes, sans que la valeur dn produit total en soit alteree. II 
faut cepeudant en general tenir eompte de Tordre, dans lequel les muUipIications 
sont effectuees successivement; en Sorte que les termes, qui enirent dans cbaque 
prodflit, y soient ranges dans le möme ordre, dans lequel les facteurs qoi les 
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renfermaient, elaient ranges dans le prodoil donnö. II est facile de voir qoe 
Pon pourrait deduire de celle idöe gdnörale toates les lois de la maltiplication 
des nombres , sans y ajouler aucune autre condition que celie que 1 • 1 soit 
egal ä 1 : condition qui servira a definir runitd absolue. II resulte anssi de 
Pidee generale, qu'ayant ä roulliplier des qoantil^s quelconques, affectees cha- 
cane d'un facteur algebriqae, il sera permis de multiplier le prodait de ces 
qaantites par le produit des Facleurs algebriqoes, a moins qae Ton nMnter« 
vertisse Tordre des facleurs dans le premier des prodnils. II sera roaintenant 
facile de deßnir precis^ment la multiplication des qoantites extensives. 

Definition. Multiplier des quantitis extensives, c^dst multiplier 
d'abord dans le möme ordre, cbacune par cbacune, les unites dont les 
diverses quantites extensives sont composees : multiplier ensuite ees 
produits chacun par le prodait des coefGcients dont les unites qui y en- 
trent elaient aiFectees, et ajouter finalement par voie d'addition les pro- 
duits ainsi obtenus. 
En d'autres termes: 

On multlpliera les quanliles extensives en suivant les regles de la 
multiplication algebrique^ en ayant seulement sein que Tordre des facleurs 
ne soit point altere. Par exemple, le produit des quantites extensives 
aa'\'ßb et ya-^-db} a, ß, y, d designant des nombres, a et 6 des unitös 
relatives, sera: 

{aa-\- ßb){ya'\'db) = aY.aa'\-ad.ab-\' ßy.ba-^-ßd.bb. 

II n'y aura donc qu'a definir les produits des unites relatives. On 
couQoit que, si Ton n'admet aacune relation entre ces produits, il faudra re- 
garder ces produits comme de nouvelles unites relatives, que Tod pourrait 
appeler unites d'un degre superieur, par exemple du nieme degre, n etant 
le nombre des facteurs. Mais rien n'empöche de supposer des relations al- 
gebriques arbitrairement choisies, qui lient entre eux les produits des unites. 
Quelles que soient d'ailleurs ces relations, on pourra toujours en representer 
cbacune par une equation, en egalant a zero la somme de ces produits, mul- 
tipliös chacun par un facteur algebrique. Soient, pour fixer les idees, 

a, ß, Y, ... 
des nombres quelconques, et 

^j Oj v/^ • • • 

les produits des unites relatives: alors toute relation entre ces produits pourra 
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dtre representee par une equation de la forme 

aA-\'ßB'\-yC^ ... = 0: . 
equation qn'on peut appeler eqnation de condition par rapport a la multi- 
plicaiion dont il s'agit. j^tant donne le Systeme de toutes les equations de 
condition relatives a une multiplication particuliere, celle-ci en sera d^ter- 
roinee precisement; et il est evident qu'ä Taide de ces equations, on pourra 
eliminer autant des produils A, B, C, ... quMI y en a d'equations. Ces elimi- 
nations etant effectuees, le reste des produits A, B, C, . . . formera nn Systeme 
d'uniles relatives, qui serviront a en composer toutes les quantites fournies 
par la multiplication dont il s'agit. 

Voila Tidee la plus generale qu^on puisse concevoir de la multiplication 
de quantites quelconques. C^est celte idee qui a servi de base aux develop- 
pements dans mon ouvrage cite (Voyez ,y Ausdehnungslehre'' §.12.), et que 
j^ai täche ensuite de perfeclionner a plusieurs egards. C'est encore cette idee 
que M. Cauchy parait avoir eue en vue dans ses memoires sur les clefs 
algebriques. En effet: les clefs algebriques de M. Cauchy ne sont au fond 
que les unites relatives; et ses facteurs symboliques conviennent, du moins 
dans un certain rapport, aux quantites extensives telles que je les ai definies. 
La diiFerence ne consiste qu'en ce que M. Cauchy regarde les clefs alge- 
briques seulement comme un moyen pour resondre divers problemes de Tana- 
lyse et de la mecanique et qui, les problemes etant resolus, disparaissent, 
tandis que d^apres les principes etablis par moi, on est en etat, ä cbaque pas 
du procede, d'attribuer une signification independante aux unites relatives et aux 
quantites qui en sont composees, qu'elle que soit d'ailleurs la marche que 
Ton suive. 

Pour considerer les produits de quantites quelconques, on pourra se 
börner d'abord a des produils de deux facteurs. Gar, quel que soit le nombre 
des facteurs, il sera toujours possible de les reduire a deux facteurs; ce que 
Ton efTectuera, en partageant tous les facteurs en deux groupes, et en reu- 
nissant ensuite les facteurs de Tun et de Tautre groupe a deux produits par- 
ticuliers, lesquels multiplies, donncront le produit propose. Si donc les lettres 
tii, t/3, ... t/„ designent des unites relatives, on pourra presenter toute equation 
de condition sous la forme 

Ä(a,,,ti,iiJ = 0, 
oü les a^,, designent des nombres quelconques et le signe soromatoire doit 
dtre etendu a toutes les valeurs enlieres des indices r e\ s entre les limites 
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1 et n. II est evident qoe Ton peut supposer plusieurs eqnalions de cetle 
forme qiii doivent subsister simultanement, et que d'ailleurs tous les coefficients^ 
ieh que a^^^, sont tout-a-fait arbitraires. On se trouverait ainsi conduit a 
ane infinite de multiplications partieulieres, qui ne semblent promettre aucune 
utilite pottr la Science. Le plus grave inconvenient, qui s'y Irouve, est surtout 
que les ^uations de condition cessent generalement de subsister lorsqu'on y 
substitue aux unites les quantites qui en sont composees. Pour faire disparaitre 
cet {ticonvenient, nous supposerons premierement que Ton puisse cbanger le 
sigue de Tune quelconque des unites relatives, ou bien, de deux quelconques 
d'entre elles, et substituer chaeune d'elles a la place de Tautre, sans que les 
^uations de condition cessent de subsister. En second Heu, nous supposerons 
en oufre que, pour deux unites quelconques, il y ait toujours deux quantitös 
extensives, qui ne soient ni multiples des unites, ni egales a elles, et qui 
nöanmoins, 6tdnt substiluees a ces unites, salisfassent encore aux equations de 
condition. En troisieme lieu enfin, nous supposerons quMl soit möme permis 
de substituer a toutes les unites des quantites qui en sont composees a volonte, 
sans que les ^ualions de condition en soient alterees. 

Nous designerons, dans la suite^ les multiplications qui resultent de ces 
trois snppositions, respectivement par les noms des mnltiplitations symetriques^ 
dtcuiaires et tineales; ce qui nous servira, des ä present, pour dislinguer 
etitre ellt^ i^s trois suppositions que nous venons d'exposer. 

Dans la premiere supposition, soit requation 

Tune quelconque des equations de condition. Apres Tavoir mise sous la forme 

Ä(ai,,tiiW,)-f ÄCa,,iii,fiJ-|-ai,itiiii,4-Ä(a,,,ii,t/,) = 0, 

oü les indices r el s sont differents de 1, substituons — tii a la place de -f ^n 
et nous aurons: 

Ces ^uutions, ajoul^es et retrancb^es, donneront: 

et 

Puis, en substitnant dans la premiere de ces equations, — fis a la place de 
Tunite u,, on en tirera, par voie d'addition: 
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les indices r el s etant difFerents des indices 1 et 2. En poursuivant de cette 
maniere, on obtiendra finalement requalion 

De mdme, en snbslituant, dans la seconde des eqnations ci-dessua trouvees, 
-*^ti2 a la place de -f Cf2) ^^ ^n retrancbant reqiiation atnsi obtenue de eelle 
d'ou Ton est parti, on trouvera requation 

«1,2«! W2 +«2,1^2^1. 

dans laquelle les indices 1 et 2 pourront ötre remplaces par deax quekonques 
des indices 1 . . . n. On est donc conduit a la proposition suivante. 
Theoreme i, ,ß\ requalion 

est Tune quelconque des equations de condition relatives a uoe ipulti-^ 
plication, et qu'il soit d'ailleurs permis de changer le signe de cbacone 
des unites relatives Ui^ u^^ ... u„, sans que les equations de condition 
cessent de subsister, on aura les equations snivantes: 

(1.) ai,itiiiii-f a;i,2t#2W2+ ••• +<'.^»«'i = 
et 

(2.) ai,2WiW2 + cf2,iW2iii = 0; 

dont la derniere aura encore lieu, quand on y remplace les indices 1 et 2 
par deux differents quelconques parmi les indices 1 . . . it/^ 

Ajoufons maintenant a la supposilion precedemment etablie, cette autre, 
que Ton puisse substituer reciproquement Tune quelconque des unites a Tautre, 
Sans alterer par la les Equations de condition. Cette hypotbese admise, en 
substituant, dans requalion (1.) du tbeoreme pr^cedent, les unites u^ et «2 
Pune a Tautre, on aura Pequation 

donc, en la retrancbant de requalion primitive 

on obtiendra eelle-ci: 

De plus, en rempla^anl, dans la mdme ^quation {X.}^ les unfles 

Wir «2, •. tt;,-M W„ 

respeoHyement par 

18* 
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on en tirera requation 

(«2,2 — «3,3) («2 ^2 — «3 «3) = 0. 

Puis, en appliquant le mSme remplacement a requation obtenue, et ainsi de 
suite, jusqu'ä ce que chaque unite soit changee successivement dans toutes 
les antres, et en ajoutant fioaiement toutes ces equations, on obtiendra pom* 
equalion resnitante: 

(«l,i + «2,2-j «n,n)(Mltli+tl2t<2+ •••«««.) = 0. 

Considerons maintenant Tautre equation du theoreme precedent, savoir: 

ai,2Wl«2+«2,l«'2Wl = 0. 

En y substituant Tune a Tautre les deux unites ti^ et fij, nous aurons 

«2,l«l«2 + «i,2tl2ttl = 0. 

Ces equations, combinees entre elles par voie d'addition et de soustraction, 
donneront les equations 

(ai,2 + «2,l)(WlW2+W2Wl) = 0, 
(«1,2 — a2,l)(«lW2 — «2»!) = 0, 

dans lesquelles on peat remplacer les indices 1 et 2 par d^nx quelconques 
differents parmi les yaleurs 1 ... it. Les resultats, auxquels on est arrive, 
peuvent ^tre enonces par la proposition suivante. 

Theoreme 2. „S'il est permis de changer le signe de Tune quel- 
conque des unites relatives, ainsi que d'en substituer reciproquement Tune 
quelconque a Tautre, sans que les equations de condilion cessent de sub- 
sister, on peut en tirer les systemes suivants d'equations: 

(1.) («1,2— «2,i)(ti,W2— Wjtii) = 0, 

(2.) («I.2+«2,l)(ttl«2 + tt2«l) = 0, 

(3.) («1,1 — «2,2)(Wl«l — W2tt2) = 0, 

(4.) («l,l+«2,2+-«n,J(«lWl+tt2tt2+-tt„Wj = 0, 

dont les trois premiers subsistent encore, qnand on y subslitue a la place 
des indices deux quelconques differents parmi les yaleurs 1 . . . it."' 
Le premier membre de chacune des equations precedentes contient 
deux facteurs; par consequent, le second membre etant egal a zero, il faudra 
que Tun ou Tautre de ces facteurs s'evanouisse. On tirera donc de chacune 
de ces equations deux nonvelles equations, dont Tune on Tautre devra se 
verifier, et dont Tune se rapporte aux coefficients, Tautre aux unites. Or il 
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est clair qoe chacnne des equations qui reDferment les unites, enlrainera avec 
eile les autres qui en resultent par Techange des indices, et quii en sera de 
inöme pour les equations des coefficienls. II s'ensuit que cbacun des quatre 
systemes d'equations ci-dessus elablis, se partagera' en deux syslemes, dont 
Tun ou Tantre devra subsister. Ea plaQunt ces systemes deux a deux en ligne 
horizontale, on aura: 

1**. ou «1,2 = «2,1 elc, ou «ittj = ^2^1 etc., 

2°. ou «12 + «2,1 = etc., ou iiiti2+ i#2Wi = etc., 

3**. ou «1,1 = «2,2 = «3,3 • • -) ou W,tli = tl2ll2 = W3W3 . . .9 

4°. ou «i,i-i-«2,2+---«.,„ = 0, ou tiiiii + i/2W2-i ti„ti„ = 0. 

II y a donc sei-ze cas differents, puisqu'on peut choisir Tun on l'autre Systeme 
de chaque colonne horizontale. Or il est evident que, reciproquement, toutes 
les equations que nous venons d'etablir entre les unites, continueront encore 
de subsister, quand on y fait les substitutions ci-dessus designees. On est 
donc conduit ä la proposition suivante. 

Theoretne 3. ^Entre deux facteurs, composes des unites relatives 
Hl, ti2, . . • f#n^ il en existe seize especes de multiplication; de sorte que 
les equations de condition subsistent encore, soit que Ton echange arbi- 
trairement les unites relatives, soit que Ton change le signe de Tjine 
quelconque d'entre elles. On obtient les equations de eondition relatives 
a chacune de ces especes, en choisissant, comme Ton voudra parmi ces 
quatre systemes d'equations suivants: 

(1.) 11,11, = 11,11,, 

(2.) firU.'\'U,U, = 0, 

(3.) tlilli+ i/2ti2 = •• = u„ u„, 
(4.) WiWi + tt2W2+- • + WnW« = 0; 

les deux premiers devant subsister pour deux differentes valeurs entieres 
quelconques r e\ s entre les limites 1 et n'' 

En second lieu, en ponrsuivant la marche proposee, ajoutons aux sup- 
positions precödemment etablies, cette autre, qu'aux unites u^ et U2 on puisse 
substituer des quantites XiU2'\-X2U2 et yifii'\-y2^2'i qui en sont composees 
au moyen des coefficients J7i, X2^ yi, y29 supposes distincts de zero, sans 
que les equations de condition en soient alterees. 
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En posant, pour abreg^r, 

on aura: 

aa = Ä?i Hl ti|-j- 0:2^2^2 + ^1^2(^11/:, 4" ^'2^1), 

d'oü Ton tirera les valeurs des produits bb et ba, en rempIaQant Tune par 
Paulre, les lellres x et y, 

D'apres le Ibeoreme precedent, on a pour equations de condition les 
quatre systemes d'equalions: 

(1.) ti^i/2 = ti2t/i, ... 

(2.) W,t/2 + l/2Wl=0, ... 

(3.) t/i iii=; 1/21/2 ^Wa^'s^^^ ••• 

(4.) •litli + W2tt2+*-+^-«^n — 0, 

qai doivent subsister, ou separes, on combines d'one maniere quelconque. 
II est d'abord evident qoe le premier de ces systemes ne sera pas allere par 
des sobstitutions quelconques. 

Pour trouver las traosformations des autres equations^ supposons d'abord, 
poor plus de simplicite, qu'il en existe plus de deu% unites* Alors, en substituant 
ü et 6 a la place des unites iix et if^, ce qui est permis par bypotbese, on 
nuvß^ en partant des equations (2.)) la suivante: 

= ii*-}'*a = 2x'iyiiiifii+2a72r2«'2W2 + (^iy2 + ^2yi)(Wi«'2 + W2Wi); 
d'ou, pulsque le dernier terme s^evanouit en vertu de requation supposee 
fiiti2-f«'2«'i = Ö, il vienl: 

^iyi«iWi+^2r2«^2«2 = 0. 

On en tirera, a Taide du tbeoreme (2.): 

^lyi («^1^1 — Watts) = 0, 
d'oü il suit (Xi et yi etant dilFerents de zero): 

tti«i = ^3^3. 
Donc, on obtiendra par Tecbange des indices, permis par bypolbe^e: 

e'«8t a dire: les equations (2.) entratneront avec dies les eqMtioii^ (30* 

Supposons maintenant que ies equations (3.) aient lief. En appliqoaDt 
a requalton 
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la Substitution indiquee, on aura: 

»3 1I3 == aö = a?J «ii tii -f d:rj t#2 1/2 -f- jr^ J?2 («1 1#2 + «2 «<i) 9 
d'oü, en remplapant les carr^s fiiU^ et tijtia par le carre equivalent HiHi, 
on Irouvera: 

(a?J-f j^ — l)tiiiii-f ^i^2(Wii/2 + W2<'i) == 0. 
En y changeant le signe de l'unite f/i, ce qui est permis par hypothese, et 
retrancliant Pequation ainsi obtonue de Tequation precedente, on aura: 

^i^2(Witt2 + «2tti) = 0; 
d'oü, x^ et Xi etanl distinctes de zero, il resulte: 

Witt2 + W2Mi = 0; 
c'est a dire: les equalions (3.) entralneront avec elles les eqnations (2.)- 

II est donc evident que, dans Thypothese admise, les equations (2. et 3.) 
ne sauraient subsister separement, et que, par suite, au Heu de ces deux 
systemes d'equations, on en aura un seul, resultant de leur combinaison. 

Pour trouver les conditions auxquelles les coefficients x^^ y^^ x^^ y^ 
sont assujettis, transformons aussi Tequation (4.) par les substitutions ci-dessus 
enoncees. On aura: 

— {^\ + fi) «1^1 + (^2 + y\) W2«2 + (^1^2 + yir2)(^iW2 + ^2^1) + «#3113 -f . . . u,u„ . 

Par suite, en retranchant Fequation (4.), on obtiendra: 

= (j?HyJ— i)«'i«i+(^H y2 — i)«'2tt2 + (*'i^2+rir2)(witi2+ tiaWi); 

d'oü Ton tirera, ä Taide du tfaeoreme (2.) 9 les equations suivantes: 

(^I + r? — l)(^i«'i — «'at'a) = 0, 
(^2 + y2 — l)(W2tt2 — t^sfa) = 0, 

(X,X2-f-riy2)(tllt^2+«'2ttl) = 0. 

Par consequent , si le Systeme combine des equations (2. et 3.) n^a pas Heu, 
on aura: 

^H>1— 1=0? ^2 + ^2—1 =0, ;rid?2 + ^2a?, = 0, 
d'oü Ton tirera: 

a?H^2=i, ri— +^2, r2=±^i. 

C'est a dire: pour que Ton puisse substituer les quantites a et & a la place 
des unites tti et tij 9 il faudra que Ton ait: 

= ^1^1 + ^2^21 *= + (^iW2 — a?2iii), 
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x\-\-xl elant egal ä zero. Les mämes equations auraient ele obtenues, si noas 
avions suppose au lieu de reqoation (4.) le Systeme des equations (2. et 3.)« 

Supposons, pour en donner un exemple palpable, que les unites Hi et ti2 
representent deux rayons d'un cercle, perpendicülaires Tun a Pautre; alors il 
est clair, que les quantites a ei b representeront pareillement deux rayons 
perpendiculaires du möme cercle. Par cette raison nous appeloiis chanqement 
ctrculaire ou transfonnalion circulaire, loute transFormation, au moyen de 
laquelle deux quantites quelconques a et b se changent respectivement en 
xa-^yh et en +(jft — yö); et admettons que le changement soit appele ou 
positif ou negalif, selon que, dans Texpression derniere, on met le signe 
positif ou le signe negalif. Je dirai de plus qu'un Systeme de quantites est 
transforme par un changement ctrculaire, quand on a applique ce changement 
a deux quelconques d'entre elles. 

(Les changements circulaires s'appliquent convenablement surtout aux 
theories de^ diametres conjugues^ des points triples et quadruples, a la theorie 
de la rotation et a d'autres theories de la geometrie et de la mecanique, ou 
ils servent souvent a facililer beaucoup les recfaerches.) 

Nous avons trouve que, dans Thypotbese admise, les equations de con- 
dition se reduisent ä trois systemes d'equations, dont Tun resulte de la com- 
binaison des equations (2. et 3.) du tbeoreme (3.), et que de plus il faut que 
les transformations des unites soient de la forme circulaire, pour que les trois 
systemes d'equations n'en soient pas älteres. II nous reste ä faire voir que, 
reciproquement, ces transformations circulaires ne sauraient alterer aucun de 
ces systemes. 

Premierement, il est evident que les equations (1.) ne seront alterees 
par aucune transformation des unites. 

Secondement, supposons que les equations (2. et 3.) aient lieu simul- 
tanement, et admettons qu'on y remplace les unites t/j et u^ par des quantites 
a eX by qui en sont derivees par un changement circulaire positif, de sorte 
que Ton ait: 

a^= x^v^-\- x^v^^ A = x^ Wj — X2 «i , x\'Yxl=^ \, 
L'expression ti^t#2-f ^2<'i se cbangera par la en 

ab-^ba = (a?l— dr^)(w,i/2-|-t/2tli)-f J'iar2(i/2i/.^ — i/|i/i). 
Donc, puisque par hypotjiese: 

W1W2+ W2«/l = 0, l/iili=tl2tl2 9 
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OD aara: 

De plus, rezpression ttittr+<^r<^i (^ ^nl diff^rent de 1. et 2.) se chan-^ 
gera en 

La möme cbose ayaat liea poar Texpression «sti^-f^r^sf i' ^^ dair 
qae les öquations (2.) sobsisteront encore dans rbypolhese admise. 
De Taatre cölö^.Ie carrö ttiUi se ebangera en 

d'oo, paisqae iiiUa-f ifsiii est egaP& söro, et UgUi^sUiUi^ U vient: 

aa = (^+^)tiitii, 
doDC, en vertu de Pequalion xl'\-xl=zl^ on a: 

aa = UiUg. 
U est donc övident qae le Systeme des öqnatlons (2. et 3.) 9 na sera altere 
par ancnn cbangement cirenlaire positif. Mais comme ces dqaations ne cessent 
pas de snbsister^ qnand on y cbange le sijfne d*ane qnantite qnelconqne y 
contenne, il est clair qoe le rösnltat obtenn aora encore lien par rapport a an 
cbangement circalaire negatif, et cons^aemment par rapport a an cbangement 
drenlaire ^ueleon^ue. 

Troisiemement^ supposons qae röqaation (4.) ait liea^ et admettons 
qn^on y applique le cbangement circalaire ci-dessas adoplö; alors I^expression 
^i^i'jr ^^ -f * * * tt« >^ii 80 cbangera en : 

Donc, d^4*^ ^^^^ ^S^lo a 1, il en rtealtera: 

oa-fM-j-iistis-f •••tr»ii.s^tiifii-fti2ti34-ti3ti,-f *-»fi.ti, = 0. 

L^^qnation (4.) ne sera doqo altiröe par aucune transformation circalaire. 

Noas avons sapposö jasqalci qall y ait plas de deax anitös. Or il 
est facile de s^assarer qae poar le cas de deax anilös, on ponrrait deduire 
les mömes consequences , qaoiqae !a marcbe nicessaire dans ce cas, s'ecarte 
a qadqaes ögards, de celle qae noas venons de saivre. 

Les rösaltats, aaxqaels on est arrivö, peavent 6tre önonces par les 
propositions snivanles. 

Theoreme 4. „Si d*abord il doit ötre permis de cbanger le signe 
de Tone qaelconqae des onitös relatives, et de remplacer a volonte Tane 
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par Paiitre, et si ensaite ü doit y avoir deux quanlites, composees de 
deux unites au moyen de coefficients differents de zero, et qoi, elant 
substituees ä ces unites, satisfont encore aux equations de condition: il 
est necessaire que ces equations, pourvu quMl y en ait, Torment un ou 
plusieurs des trois systemes suivants: 

(1.) UrU, = U.Hr, 

(2.) II^W,-}-W*W/=0, llitli = ll2tt2=---WnWn> 

(3.) Hil/i + WjWa-f •••u„«i«=±=0, 
oü les signes iii, u^t • • • ti» repr^sentent les unites relatives, et ou r et ^ 
designent deux quelconques differents des indices 1, 2, ... it.^* 

Theoreme 5. ^Chacun des systemes d'equations, etablis dans le 
theoreme precedent, continue de subsister, quand les unites sont trans- 
formees par des cbangements circulaires quelconques; et r^ciproquement: 
il n'y a en outre aucune transformation des unites qui laisse subsister 
tous ces systemes.^' 

Theoreme 6. ^Ij existe buit especes de multiplicalion, dont les 
equations de condition continuent de subsister, quand on assujettit les 
unites a des transformations circulaires quelconques. On obtient les 
equations de condition relatives i chacune de ces multiplications, en choi- 
sissant entre les trois systemes, assignes dans le theoreme (5.) autant 
que Ton en voudra.^^ 

Nous designons les multiplications oblenues ici sous le nom de mutti" 
ptieatiofis circulaires, tandis que les multiplications etablies par les theoremes 
(1 • 2. 3.) pourraient ötre appelees Multiplications stfmetriques. Cependant il 
faut faire observer que les htnt especes de la multiplication circulmre fönt 
partie des süze especes de la multiplication symetrique, en sorte que parmi 
celles-ci il n'y a que huit especes, qui ne sont pas en möme temps circulaires. 
En troisieme lieu, supposons qu^il seit permis de substituer aux unites, 
des quantites qui en sont composees a volonte, sans que les equations de 
condition en soient alterees. II est d^abord evident que les suppositions eta- 
blies jusqu'ici, auront encore lieu dans ce cas. On peut donc recourir aux 
systemes d'equations obtenus ci-desaus. Reprenons les quatre systemes d'iqua- 
tions relatifs a la multiplication symetrique, savoir: 

(1.) «i.w, = tfet#i, 
(2.) ti|U2 + U2ti| = 0, 
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(3.) ti|ti| = U2II2 = ••• 
(4.) UiUi -f W2t^+ ••• + t/^w« = 0, 
et substiluons a la place de Punitö Ui^ la qoanlitö a, supposee ögale ao poly- 
oöme XiUi'\'X2U2'\' •••^ dont les coef&cienis Xi^ X2^ ••• soiit arbitraires. 
Alors, en partant de T^quation (l.)) od aura: 

au2 == XiUiU2'\'X2U2U2'{' XiUzU2'-\- ••• 
d'oJh en echangeant Tordre des anites dans chaque terme du second membre 
(ce qoi est permis en vertu de Teguation (l.)}) 1' resulte: 

au2 = d?iiiaiii + a:2M2tt2 + ^3W2W3+ ••• • 
= W2(a?jtii + j?2W2 + ir3ttj4- •••) 

c*e8t ä dire: requation (1.) ne cesse pas de subsisler, qnand on y remplace 
i'une quelconque des unit^s par une quanlile composee arbitrairement de tontes 
les unites. Puis, en partant de requation (2.), on obtiendra par la möme 
snbslitQtion: 

0112 -f 112a = a?i(tiiti, + tt2tt,)+2a?2ir2tt2+arj(ttiW3 + ti5ii,)-|-.-., 
et comme tons les termes du second membre, exceptö senlement le terme 
2:r2tf2tr29 doivent s'evanouir en vertu des eqnations (2.) 9 H fandra, que ce 
terme 2x2ti2^2 s^övanoufsse pareiUement, pour que Tequation (2.) pulsse sub- 
stster encore apr^s la Substitution. Donc, puisqne X2 peut ötre suppose diiT^rent 
de 2^0, on aura ti2tf2s=0; et par Techange des indices: 

= U1U2 = U2U2 = •••• 
Or il est övidenl que ces 6quations resulteraient aussi de (a combinaison des 
equations (3. et 4.)« Par suite nous en conclurons que dans Pbypothese admise, 
les equations (2.) enlralneront avec elles les equations (3. et 4.)- En partant 
maintenant des equations (3.), on aura: 

aa = x]UiUi'\'XiX2(,UiU2'\'U2Ui)-\'a^V2V2'{- 

Or d'apres rbypothese, le carre aa doit 6lre egal encore au carre U2U2* On 
aura donc: 

U2U2 = ar;ti^fi, + ar5ii2ti2 + ari:r2(ti,i#2+W2««i)+---» 
et puisque cette öquation doit subsister, quelles que soient les valeurs des 
coef&cients Xi^ X2^ •••, on aura separement: 

11^11^ = 0, ti2ti2 = 0, UiU2'\'U2Ui^=0^ etc.; 

a*60l ^ dire? iea öquations (3.) entraSneront les equations (2. et 4.). 

19» 
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En partant enfin de T^ation (4.) oii aiira: 

d'oä Ton tirera: 

tiitfi-j-t'st^A^O, ete. 

En combinant fes rdsuUals^ frouvös dans Phypolb^se stabile ^ od peot 
enoncer la proposition aoivante. 

Thdoreme 7* ^S'il est permts de remplacer chaqoe onltd, renfemiie 
dans les equalions de condition, par ane qaanlili composöe arbitrairement 
d^aniiöS) sans qae ces öquations eessent de subsister: il fandra^ qoe 
les equalions de cooditioQ^ poarvu qu'il y en ait, forment on des deux 
syst^mes: 

(1.) UrU.^U.Hr, 

(2.) ||,tli = tlaet = --=50, tfttft=— tf2t/il ..M 

on bien qn'elles en soient combin^s.** 

Nons designons les mahiplicalions ilabliea dans ce thtoreme soos le 
iiom de fnuttiplßcafiotuf tindales^ paroeqne, ötant appliqn^s & la Giomötrle, 
elles s'effecluent par des conslrocUona lineaks, saas qu'U fandrait recoorir 
an cercU* II est övident qn'il y anra^ ponr parier exactement, qoalre espeees 
de multiplicafion linöale, et qu^it y restera dgaliment qnalre mniliplicationa 
drcnlaires^ qui ne ^nt pas en mdme temps Iin6ales« Cependant parmi les 
qnatre moltiplicatlons linöales il y en a nne qne Ton peut rejeler entierement, 
parceque tons les prodults en seralent ögaox i siro. Ce serait celle oü 
les deux syslemes d'eqoallons^ ötablis ci-dessus, anraient lien conjointement 
De möme, la mulllplicaUon qni n^est assujeltle i encnne condition^ peut dtre 
rejetöe, parceqn'elle ne parall pai Tournir des applicalions remarqnables. II 
nons restera donc deux mnlliplicalions lineales^ dont Tnne est assujetlie aux 
eqnalions (1.) et Tantre aux dqnations (2.)-^ L'une et Tautre est de la plus 
grande importance^ tant ponr Tanalyse que ponr la geomölrie^ la mdcaniqne 
et la pbysiqne en gediral; Tnne et Taulre pent d'aillenrs ölre ölendue sans 
aucnne difBcuItö ä antant de faeteurs que Ton voudra. La premiere^ quijonit 
de la propriöld^ quo le prodnit est indöpendant de Tordre dans leqnel se 
snivent les faotenrs^ est identiqne, qnant anx Operations ^ i la mnltiplication 
employ^ dans Fanalyae algibrlqne^ et sera appelöe ponr cela muttipticathn 
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ülgibri^€f Taatre est cette qua J^ai appelöe multipHeatkm extdrwur^, et 
qoi fait Tobjet principal de mon oavrage cil6 plas haut C^est par eile 
qo^OD est en 6tat d'effectoer avec la plos graode facilitö r^Ilminalion des in- 
Goonoes eotre des dqaations^ tant linöaires qae Don-Iineaires, et de resoadre 
toQt k coup nn grand nombre de problemes de geomötrie, atnsi qae de me* 
caniqae, difficiles a resoodre aatretnent; comine je Tai fait voir döji en 1844 
et comme Hrs. Cauchy et de Saint ^Venant Tont propos^ röcemment, sans 
y ajooler rien de ooaveaQ« Cepehdant^ ayant pabllö plosieors applicalions de 
Celle muitiplication non-senleoieiit daos Pouvrage cit6, mais aussi dans le Journal 
de M. Cretle (Tomes 31, 36, 42, 44) Je peox oie dispeaser d^entrer dans 
plos de dötail a ce sajeU 

A r6gard de la muitiplication algibriqoe, les regles d'opöralion en sottL 
connues; mais il n^en est pas de m£me qoant a Tapplication de cette multi-* 
plieation a des quantilös qui ne sont pas tont & fait algebriqnes; par exemple, 
sMl s'agtl de mnltiplier alg^briqoemenl, neu les grandeurs des lignes, mais les 
lignes elles-mömes, donnöes en grandeor et 'direclion, on bien des points 
qneiconqoes. Pour mettre en övidence Tavantage de celle moltiplicalion, nons 
remarquerons, par exemple que, les leltres a,h,€,d,e,f,g^h,i designant 
neuf poinis qneiconqoes d^une coorbe do troisidme ordre, et x on dixieme 
point de cette coorbe, on obtiendra poor öqoation de cette coorbe. celle-ci : 

öqoaüon, dans laqoelle chaqoe exposant se rapporte k la molliplication algö- 
briqoe, en sorte qoe la poissance o* s= aaa d^igne oo prodoit algöbriqoe de 
trois facteors, dont cbacon est 6gal an point n, et ainsi de soite, et dans 
laqoelle les diverses poissances sont moltipliees Tooe par Taotre ao moyen de 
la muitiplication exlirieore. CJne proposition analogoe aora lieo par rapport 
k toote coorbe algöbriqoe. De plos, a Taide de la moltiplication algibriqoe, 
appliqoee a des qoanlit^s extensives, on peot redoire toote fonction de plosieors 
variables a nne fonction d^one seole variable, et appliqoer direclement la plopart 
des tb^remes dimontrös poor des fonctions d^one leole variable, k des fonctions 
d^nn nombre quelconqoe de variables. Enfin, par celle molliplicalioD, on est 
•0 6tat d^appliqoer immödialemeot toos les theoremes analytiqoes aox fonctions 
de qnaatilis porement göometriqoes ; comme de points elc. 

Permi les qoatre moltiplications, proprement dites circuMres, i\ y en 
ß, denx qoi sont d*nn grand osage daos Tanalyse, dans la göomelrie, et snrtont 
dans la möcaniqne. Ce sont Celles, dont les prodoits sont independanis de 
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Tordre des facteurs, et dont Tone d'ailleurs est assnjettie aux equatioos (20 
da tbeoreme (4.)9 et Tantre a requation (4) da möme tböorime. La preroiire 
est determinöe par les iqaations 

UrU^=^0^ ou Pindex r est different de «^ 
ef t/itli=: i#jt/2 = ... 

Je Tai Bfpeleemuttiplicalion iniSrieure, (Voyez ^Ausdehnun^stekre'^ 
pag.XI) et surtoat yyGeometrtHche Analyse, gekrönte Preisschrifl^ Leipz. 1847/* 
pag. 17^57, ou j*ai donnö des applications k ka georoitrie et a la micaniqoe.) 
en voulant exprimer par ce mot la rapport particnlier qoi existe entre eile 
et la mulliplication exterieure. Pour trcover ce rapport, prenons poar unites 
trois lignes perpendicnlaires et ögales en grandenr Tnne a Tautre, et projetons 
nne ligne qnelconqne, designee par la lettre a snr deux autres lignes b et c, 
snppos^es perpendiculaires Tune a raolre; soient h^ et Ci ces projecliona: 
alors il est facile de s'assnrer qoe le prodait interieur des deux lignes a et b 
sera egal au prodait ab^^ landis que le prodait extSrieur des mdmes lignes 
sera egal au prodait aci; donc, parceqoe les lignes a et b^ sont sitnees Tune 
dans Tautre, et que les lignes a et c^ sont situees Tone au dehors de Tautre, 
il sera convenable de designer ces produits sous les noms que je leiir 
ai donnees/ 

L'autre multiplication circulaire est delerminee par les equations 
UrU. = u.Ur et ti|iii + t^tft+ ••• +WnW» = 0. 

Cette maltiplicalion remarquable est representee, si Ton ne suppose qae deux 
unites relatives, par la multiplication de deux qoantites complexen, telles que 
a-f-d|/— 1 et c?-f rfy— 1. En effet, il sera permis de regarder Punile absolae 
et Puntte imaginaire y^ 1 comme des unites relatives, pourvu que Pon n*en 
compose des quantit^s qu'au moyen de coefficienls reels. Alors, en designant 
Punite imaginaire )/— 1 par la lettre i, on aura 

et le produit sera en ouire independant de Pordre des facteurs. Donc les 
equations 

ti^t/2 = u%Ui et t/i«/i-f ti2t^2 = 

auront lien au cas ou tii est =1 et if 2 = ]/— 1« Pour cette raison, on 
pourrait dösigner cette rooltiplicalion sous le nom de multiplication complexe. 
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U est bon de remarquer que Tone oa Taulre de ces multiplicatioos 
circulaire8 s^appliqoera en geometrie el en mecanique a tous les problemes 
qui se rapportent d^une maniere quelconqae au cercle, ou a Cangle, oa a la 
grandeur des lignen, separee de leur direction, et aux aires des surfaces 
sitQöes dans Tespace. Et il sera facile de voir que dans (ous ces cas, rem- 
ploi des mulliplications lineales nh suffira pas pour resoudre les problemes. 

II nons resterait encore ä discuter les huit multiplicatioits syroetriques 
qui ne sont pas en möme temps circulaires. Mais nous remarquons que ces 
multipiications ne sont d^aucun usage, ni dans Tanalyse, ni dans la geometrie, 
et que nous n'en aurions fait aucune mention, s'il ne nous. eüt pas paru conve- 
Däble, d'en partir, pour ötablir les divers genres de la multiplication drculaire. 

Stettin le 5 Fevrier 1854. 
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10. 

Memoire sor la r^solution de P^qaation ind^termin^e 

(Par Mr. Ottramare, prof. de malh, sopör. & raeaditnie des sdeoces de Genöve.) 



§. 1. 
Jc^n döaignant par k on nombre entter plus grand qae sefo, il est 
facile de reeonnaltre qoe röqoation propos^ 

(dana laqaelle n et 5 sont des nombrea enUera quelconqaes) admet une in- 
finile de solalions« 

C'est ainsi qa^en posant ««=0, xss=:±bkt, y=z + at, eo dösipiant 
par t on nombre entier indilerminö^ on obtient nne mnltUade de valeara qui 
satiafont a Tiqualion. II en aera de mdme en poaant >*=0, d? = 0, et en 
prenant poar z nne valear arbitraire» On poorrait encore aoppoaer ar = 0, 
et dölerroiner yetz par la relation b = zy, oa bien sopposer y = el de* 
terminer x el z par la relation a =: zx, ce qoi donnere nn nombre de 
aolutiona ploa on moina grand^ aelon qae i^ et a eontiendront plus on moina 
de facteora. 

Nooa nons proposons ici de conaidörer aenlement lea caa dana leaqnels 
aucnne dea indöterminöes n^eat nulle ^ et poor leaqoela röqoation proposee 
conserve aa forme particoliere. Nons laiaaerona done de cöt6: 

1^ Lea aolalions poar leaqoellea lea indöterminöea o^ el y ne sont 
pas premieres entr'ellea ; car en sopposant x 3= kx^ et >* = ky, nona anrions 
r^oalion 

ajr'H-**/ = kzix'^^ky^): 

öqoation d'ane forme differente de reqoation proposie. 

2^ Lea aolntions dans lesqaellea Tindöterminöe x n'eat paa premiere 
avec la qaantitö kf car en sopposant xssskx^ et k^=skk^, nooa aoriona röqoation 

ax'^bk'y = te(Ax«+^y»), 
dont la forme differe de celle de reqnation propos^. 
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Ell changeant convenablement le signe des indöterminees, si cela est 
necessaire, on peat, sans älterer la generalite de requation proposöe, sopposer 
a e\ b des nombres positifs; on peat en outre, regard.er ces nombres comme 
des nombres premiers entr'eux; car s'ils avaient un facteor commnn h, de 
Sorte qoe a = haf et b = Ab', en posant z=:bz\ on trouverait röqnation 

qui est de la möroe forme que requation propos^e, et dans laquellQ a^ et b' 
sont premiers entr^eux. 

§• a. 
Theoreme. Si tes valeurs x^=x', y=-y' donnenl une Solution 
de fSfuation proposee 

ax-{-bky = z{x'^'\'ky^)^ 

te nombre x*^ -f *y'* devra figurer parmi lee dioieeurs du nombre m? -j- kV. 

En substituant dans I'equation proposee pour ar et y lenrs valeors x^ 
et y, on obtient la congruence 

ax' + ÄÄ?/ = (mod.ar'^-f Ary«); 
comme d'ailleurs on 3 identiquement, 

x^'^ky'' = (mod.or'^ + Ary'^), 
il en rtenltera: 

ar'^(/iHÄ*') = (möd.x'HA/')- 

Comme x' est par hypothese premier avec k et y, il en rösaltera 
qoe fl^ + ft*^ sera divisible par x'^-f Ar/'. 

La reclproqae n'est pas vraie. En d^autres termes: si x^'\-ky'^ est 
nn diviseor de fl*-f**^ en posant a?=+x' et y=i±y, on n'aora pas 
necessairemeni une Solution de T^quation proposee. 

Nous designerons sous le nom de facteur ou ditiseur valable toat 
facteur de o'-f^^^ 4^^ ^^^ ^^"^ '^ forme x'^-\'ky^, donne une Solution de 
requation proposee, en posant x=f +ar'^ y=^iLyh ^1 nons designerons sous 
le nom de facteur s ou diviseurs non valahles, ceux qui ne satisfont pas a 
cette condition. 

§. 3- 

Legendre a demontre dans son ,, Essai sur la theorie das nottbraa'^ 
qua si Ton a: 

CreUe*a Josnud f. d. M. Bd. XUX. Hell %. 20 - 
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^ß ßß 7» ' ' ' ^>Bt des nombrea premiers de h forme l^'\-kif, le nombreiV 
sera aatant de fois de la fgrine o'-f Ar&' quMI y a d^nitös dans le prodait 

|^n + l)(n'+l)(n" + l)..., 

oü \ devra dtre comptee pour runite, dans le cas oü le produit (n-f l)(fi'-j'l) 

(n''-j-t) . . ., est impair. 

n serait imporlant pour le sajet qui dous occope, de döterminer las 
valears de « et A qui repondent a toutes ces manidres de dicomposer le 
nombre N=-u^'\-kh^; mais nous exatninerons sealement le cas particolier 
oä n = n' = 1 , et oü N est composö simplement de deax faoteurs premiers 
a = J-"+*y' et /9= ar'^H ^y""/ »' »« seralt d'ailleurs pas difficlle de didaire 
de ce cas le cas g^D^ral. 

Posons ä cet effel: 

-V = Ä» + ifc** = (X« + ky'^) (x"' 4- ky''^), 

et cbercbons les valears de a et 6 qai satisfont ä cette identite. 

Quelles que soient ces valeurs, nous pouvons poser, en designant par 
m, n, p e\ q des nombres indeterminSs : 

a = mx'-^-ny', 

En nieltant ces valeurs dans la relation precedente, nous pourrons reoonnattre 
qa'elle est satisfaite en determinani les nombres m, n, p ei q de maniere 
a obteair: 

fnn'\'qpk = 0, 

n'-i^kif = {x''^-\'ky^)k; 
mais comme x"''fky^ est an nombre premier qui, comme on sait, ne peut 
dlre mis de denx manieres diff^rentes soas cette forme, il faul qoe Pon ait: 

Si nous femarquons que les nombres a et 6 peuvent ötre posilifs ou qegalifs, 
neos aorORS, en rejelant les solotions negatives, les deox systemes de valeors : 

a = x'x'''\-ky'y' i 

a == ±(arV'— AyyOj 
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S. 4. 
Theoreme. St les eoeffidents i/ui entrent dans reifuation proposee 

sont iets (fue ie nomhre a^ -f kb'^ soit le proäuit de tant de facteurs pr emiers 
ij^on voudra, de In meme forme, egaux ou inegaux entr'eux, chacun 
de cee fucteurs premient itera un facteur vaiable. 

Si nous representpns par x'^-^ky'^ dq des facteurs premiers de a^'\-kb'^, 

le nombre entier .|7] . ^, pourra ötre mis soas la forme de tl^-f'^^^ ^^ 
plusieurs mani^res differentes (§. 3). 

Parmi ces diverses formes da nombre ^,1]. ,, , cboisissons celie pour 
laqQ'elle oo a en itidme lemps avec 

a'-^-kb^ = {u]^kvl){x'^ + ky"). 
Tun oa Tautre des deux syslemes d'equations: 

a = Mix'-\-kt\y J a = ±{Uix' — kviy) 

b = +.(u^y' — v,x') y b = r,j?' + tiiy' 

qui donneot poor u^ et Vi le Systeme onique de valeurs 

dans lesqaelies oo prendra le signe de b de maniere a rendre le numeraleur 
exaclement divisible par le denominateur, et le sigoe du ternie de teile sorte 
qae les valears de tii et r^ soient positives. 

En rempla^ant dans requation proposee^ a e\ b par les valeors prece- 
dentes, nous reconnaitrons que requation est satisfaite pour des valeurs entieres 
de X, y ei Zf ce qui etablU que le facteur premier x'^-\'ky'^ est vaiable. 

En operant la Substitution, nous obtenons les Solutions suivantes: 

lo. Si a=«/i;i?'4-/pi?y| x = ±x' y = ±y « = ±f#, 
6 = iii /— r, j?' j x = ±ti| y=:+ri « = ±x' 



C^O 



2^ Si Ä«=fi,j?'-f Arryi x = ±x^ y=+/ z = ±yi 

b= if^x'—y^y' } T=:±Ui y=:±Vi z = ±x' 

3^ Si as=Wiar'— Arr,/i x — ±x' y=^±y' r = ±tri 

bssszU^y'^V^x' ) J?=±|l4 yssi±Vi z^=±x' 

4^ Si Ä= Arp,y— w, x' l j? = ±x' y «= qp/ c = npöi 

20* 
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tUmarque. Si o^-f ^^^ ^'^^^ ^^ nombre premier, il serait lai-möine 
un facteur valäbte, ainsi qae 1^4~^*^9 ^^^ ^'^^^ ^^ aurait 

et Ton aurait 

x'=:a, y-=b, tii==l, ri = 0. 

§. 5. 
Voici encore an th^oreme qui n'est qa'ane consequence de celui-la. 
Theoreme. Si les coefficients a et b qui entrent datis tequation 
propose'e 

ax^bky = z{x^ + ky''), 

eonl ieU que le nombre a^-f^*^^ ^^'' '^ produit de deux facleuru de la 
mSme forme, de eorte qtie 

o^ + Ä** = (tiH^)(^'' + */'). 
dont tun x^'\'ky^ est valabie: fautre facteur u^-^-kci^ sera egatement 
valäbte, en posant 

_ gjc'^ibhy 
« — x'^+V* ' 

et en cAoieieeant le eigne de b de moniere ä ce que le nume'rateur sott 
diüieible par le denominateur. 

§. 6. 
Theoreme. Si les coefficiente a et b qui entrent dans Cequation 
proposee 

aX'\-bky = z(x^'\-ky'^)^ 

sont tele que le nombre ir'-f Ar6^ ait deux divieeurs valablee de In forme 
x'^'\'ky^ et x'^'\'ky^: le produit de ces deux diviseursy mis sous In 
forme xi-^^kyi^ en posant: 

X, = ar'x''-Ä//', 

donnern un diviseur egatement valabie. 

II est d^abord fädle de voir qae les valears x^ = a: V — A?//' et. 
yi =s= xY' + y^" donnent 
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Comme d'un autre cötö les deux diviseurs a?^-{-Ary^ et x"^-\'ky"^ sont, par 
hypothese, deux diviseurs valabies, nous aurons: 

(10 ax'^bky = z' {x^ +Är'^}, 

(2.) äf"-|-Aä/' = z'^x^^^ky"^). 

La question est donc, de reconoaltre que Ton a e^Iement: 

ax^'\^bky^ = 3^i(^l + ÄyJ), 

ou, ce qui revient au inöme, que axi-^-bkyi est divisible par xl-^kyl. 
Multipliant membre a membre les equatioos (1. et 2.)9 on obtient 

mais comme 

x'x" = x.^k/y", 
yx" = y,-xY, 

il en resultera, en posant a^-l-kb^ = A{xl-{'kyi): 

a{ax, + bky,) = (^'z" -kA/y'){xl-{^kyl). 

Comme a ne peut avoir aucun divisear commun avec xl-^-kyl^ if resulle de 
cette ^uation que axi'\'bkyi est bien divisible par xi-^-kyl. 

FaisoDS remarqner ici que le theoreme n'est vrai qu'autant que le 
produit des deux diviseurs {x'^-\-ky^)(x"^-\-ky'^) est un facteur de a' + ^*^' 

§. 7. 

Theoreme, Tout diviseur de a^-\'kb^ ne peut Stre mis soue la 
forme de dioiseur vaiable que d'une seuie maniere. 

Lemme. Si un nombre N peut etre win soue la forme u^-\-k0'^ 
Je deux tnanieres differen/es, de sorte que fon ait: 

iV = u\^kv\, 

N=.ui^kc\, 

le nombre N' que Von förmera en prenant 

iV' = UlU^-\^kv^V^^ 

eera plus peut que N, et par conjfequent ne eera pas divisible par N. 
Cette propositioD revient a demontrer que: 

{ul+kvi){ul + kvl)'>^u,u,^kv,v,)\ 
En diveloppant et en simplifiant, on obtient: 

riu54-wit?J>2ii|tiaOir2 
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ce qu'on peal ecrire sods la forme 

(t^iWj — w,r2)'>0. 
Cela pose, concevons qu^uo diviseur de (^-{-kh'^ puisse ötre mis sous la 
forme de facleur valabl** des deux mnnieres difTerenles i/j-j- Ari?J el Ui-^^-kc\. Nous 
aurons: $i\'\ kc\ = n\-{ kv\, 

aUi-^-hkVi = Zi(u]'\-kvl)^ 
au2:\'pkv2 = Z2iul'\-kvl)^ 
el par eonaequent on pourra öcrire les congrueoces suivantes: 
(1.) aui'\-bküi ^ (moi. ui-\' kvl) ^ 
(2.) «i/j -f bkv2 ^ (mod, u] -f ko]') , 
(3.) nH **' = (mod.ttl + ArrJ). 
De ces coogroences on dödait aiseroent: 

Ai/i ^ avi (mod. wj -f kv\) , 
A112 ^ ^^^7 (mod. iij-f ArpJ). 
Mulliptiant ces deux congruences, et ayant ^gard a la congrueoce (3.)) on a: 

U1U2 -j kvi Tj ^ (mod. wj -j- ^•^i) • 
congrnence impossible en vertu de notre temme. 

§. 8. 
Des theoremes qne nous venons de demontrer, il resulte la propo- 
sition suivante. 

Theoreme general. Si fon considire riquation 

ax -f hky = z (.r -f ky^) : 
tont ditueur de a^ -f kV^ de tu mime forme peul eire mis sous la forme 
^1 \ ^>'i 9^' ^'^ f^^^ ^^^ diviseur calable, el il ne peut ilre %ms saus cefte 
forme valabie que d'une seule tnaniere. 

Si donc on ^veul delerminer toutes les Solutions de Piquation proposee, 
dans les suppositioos que nous avons adoptees relativement aux valeurs des 
indöterminees, on cherchera tous les facteurs de n^-f Ar6^ de la mdme forme, 
qui, ranges par ordre de grandenr. poorront 6tre reprisentes par 

1, m, n, ... n', m\ d^\W. 

€omme le produit de deux facteurs a egale distance des extrdmes, est egal 
a €^\kPi on aura pour chaqne coople, mis sous la forme valable: 
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PqIs, ao iDoyen des formales {^Ä. du §. 4.) on determiaera les soIqüods qui 
repoodent a ces facleurs. Noqs aurons ainsi toutes les Solutions de röquation 
proposee; car, une Solution doit necessairement fournir an facteur valable, 
et notre decomposition met en evidence toos ces facteurs. 

Nous voyons ainsi que, si, dans requation proposee, nous rejetons 
les Solutions qui donnent, pour les indeterminees, des vaieurs nulies, ou pour 
lesquelles or et y ou x et A ont un facteur commun, le nombre total des 
untres Solutions sera egal, en vertu des formules (A. du §. 4.), a autant 
de fois les Solutions qu'on pourra decomposer le nombre a^-\-kb'^ en produits 
de doQx facteurs differents de la möme forme: 

§. 9. 
On peut facilement deduire de la resolution de Pequation 

(a.) ax'\'bky = ^{x^-\-ky^)^ 

les Solutions de requation indeterminee 

(6.) aX'\-bky = x^-\-ky^x; 

car les Solutions de cette equation sont les mdmes que Celles de Tequation (a.), 
pour lesquelles z = x. 

Nous reconnaissons ainsi que, pour que requation (6.) admette des 
Solutions, il faut qu'on puisse mettre le nombre a^-^-kb^ sous la forme du 
produit de deux facteurs yalables 

Lorsque cette decomposition est effectuee, on a, en vertu des equations 

(il. du §.4.): 

l^ x=+a?' y=+/, si ja = j?'*-f *«^i/ 

x = ±x' y= + v \b = x'{y — Vi) 

x = ±x' y = ±Ci \b = x'(Oi — y') 

3^ x = ±x' y^±y, si ja = x'^' — kvy 
x = ±x' yz=±Vi 



si ja = x'^ — kviy 

\b = x'(/+r,) 



aucune Solution, si ja = kv^y' — x'^ 

\b = x'( 



poor Tensemble des Solutions. 
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§. 10. 

Si nous considerons Texpression z^'\-ke^, daos laqoelle z ei c sont 

des nombres qaelconqoes« et Ar>>0: deux factears de cette expression pourront 

ginöraleoieiit ötre mia d^ooe ou de plosieurs roanieres sons la forme ti^-f Air'; 

mais parmi ces differentes manieres il en existera une, poor laquelle, en posant 

les valeora de s; et c seroDt donnöes par les formales 



c = +(*^i — ay,) 1' 



r.) 



c = «yi+Äj:, 
par conseqnent la valeur de r peut dtre öcrite: 

(1.) c = ax-\'by, 
poarvu qQ*0D y fasse dr=±r +y^, y=i+Xi^ saas rieo prejuger sur les signes. 
II resolte de la qae si Ton propose de r^soudre requation (1.)t oQ 
formera Texpression 

pnis lorsqu^en aura determine z de maniere a ce que la division paisae a^effectuer, 
le quotient, nis soas la forme de M^-^-kw^ de tootes les manieraa potraibles, 
donnere ponr nne certaine döcomposition : 

xz=±w, y=z±u, 

comme Solution de reqoation propoaöe. 

Geneve 23 Mars 1853. 
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Note sur les relafions qui existent entre les formes 
lifi^aires et les formes quadratiques des nombres 

Premiers. 

(Par M. Oltramare, prot de math^matiques sup. k racadömie des aciences de Gen^ve.) 



Legendre a ötobli dans son essai sar la theorie des nombres, plasiears 
tbeoremes remarqaables qui relient ]es formes quadratiques des nombres premiers 
avec leurs formes lineaires. Notre bnt, dans cette note, est de donner qoelqae 
eztension ä ces sortes de propositions , et de faire voir, en particnlier, dans 
quel cas un nombre premier propose, ou l'un de ses mnltiples, peut ou ne pent 
pas dtre mis sous les formes q^'\-kp^ et q — kp'^ {k reprösentant un nombre 
entier quelconque que Ton peut supposer ne contenir comme facteur aucun 
carre parfait). 

§. 1. 

Pour parvenir aux resnltats que nous cherchons, nous dSterminerons 
d'abord les valeurs de e et r qui rendent ralionnelle et entiere Texpression 

Cr il est facile de voir que Ton satisfait a cette equation en prenant 

(1.) ^ = iF{(ri-y<)H*(^i+^0'}, 

g, k, m, p el q ötant des nombres entiers qui satisfont aux equations 

(2.) * = -km\ 
(3.) ag = q'ikp\ 

et a^i'\-pt et yi — gl representant l'ensemble des Solutions de Tequation in- 
determinöe du premier degri 

(4.) qx^py == m. 

En effet, en substituani la valeur de v donnee par T^quation (1.) 
dans requation proposee, et en remarquant que 

qxi-^py^ = w, 

on obtient pour z la valeur rationnelle et entiere: 

(50 « == ± (yyi ~ kpxi — at). 

CreUe^t Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 2. 21 
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On comprend aisement que, pour conoaltre toates les solations qae fournit 
requation (l.)? ü faul: 

l^ Döcompoaer b sous la forme de — km? de lootes les mauierea 



3^ Metire le nombre a, et chacan de ses maltiples, soas la forme 
q^-\-kp^, et cela de toutes les manieres possibles. U röpondra, a chacime 
de ces formes de b et ag, combinees deux k deox, uae equation analogue 
a requatioQ (4.), et par suite, lorsque celte equation indetermioee admettra 
des Solutions, on obtiendra un Systeme de valeurs de o anaiogue a celui qui 
est donne par requation (1.). 

§2. 

U est important de savoir sl le mode de Solution que nons venons de 
faire connaltre, renferme röellement tous les, systömes de valeurs qui peuveot 
satisfaire ä Tequation proposee. 

U est d'abord facfle de voir que si le nombre a, ou Vun de ses mul- 
tiples ag, peut se mettre sous la forme q^'\'kp^, les equations (1. et 5.) 
renfermeront toutes les Solutions de Tequation proposee. 

£n effet, soient z et v une Solution donnee par les equations (1. et 5.), 
et z' et v' une Solution nouvelle qui n*est pas comprise dans ces formales, 
nous aurons simullanement: 

«* = Ät? -{- *> 

z'^ = av'^b, 
et par consiquent: 

«' — «'^ = a(r— p'). 
En substituant pour z sa valeur donnee par requation (5.)) on a 

iqyi — kpxif — z'^^^O (mod. a), 
et par consequent, 

z' ^ ±{qyi — kpxi) (mod. a). 

U resulte de lä que z' ne peut difförer de z que par un multiple de n; donc 
z' est compris dans la formule (5.) qui contient toutes les Solutions qui ne 
different que par un multiple de a. Si, en second lieu, nous supposons que a, 
ni aucun de ces multiples, ne puisse affecter la forme g^-{-kp^, il est aisö de 
reconnaltre que requation (n.) n'admet aucune Solution. 

On sail, en effet, par la theorie de Legendre (§. 138.) que tont di- 
viseur de la forme «H Am* peut dtre represente par la formule gy^'\- 2hyz±rz^, 
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dans laquelle on a ^r + A^sAr. HaintenaDt, en remarquant qae Ton a ideo- 
tiqnemeiit: 

00 poorra dire quo: (Legendre §. 186) 

Tout dhiseur de la formule z^±km^ est lui^mSme de la forme q^±kp\ 
cm du mains qu'il peut devenir de cette forme en le muUipliant par un 
certain facteur g. (y £taat plas petit qae 2)/^A^ s1l s'agit de la formale 
i^\kn^y et toat aa plas egal k k, si Ton considere la forme z^ — km^.^ 

Cela pose, si Ton met r^qaation (a.) soas la forme 

— =— = v\ 

U est faoile de voir qae si fi est te! qae fig ae puisse prendre la forme 
^±.kp\ r^quatioo precedeote est impossible. 

§. 3. 
Theoreme /. Tout nombre pr emier fi de la forme 4am-fA 
(a ötant egalement an nombre premier) peut lui-mime, ou Tun de ses mul'^ 
Uples gfi, etre mis sous les deux formes q^ -} ap^ et ^ — ap^, si le nombre 
R est de la forme 4ii -f 1 et de plus racine paire du nombre premier a. 

La demonstration de ce theoreme repose sar la proposition qae noas 
avons stabile (Voyez ce joarnal Tome XLV page 305), poar reconnaltre si 
oa aombre premier a est racine paire ou impaire d'an nombre premißr fi de 
la forme 4am-}-A. 

II est facile de voir, a Taide da theoreme que noas venons de rap- 
peler que, si R est racine paire du nombre premier a, et de plus an aombre 
de la forme 4ii-]-l, le nombre fi sera lai*m6me de la forme Ap'\'\\ et par 
saite les denx nombres a et — a, qui sont raciaes compISmentaires , seront 
des racines paires de fn. II resulte de la que Ton poorra toujours determiner 
des valeors entieres de v, telles que les valeurs correspondantes de z donneea 
par les iqualioos 

z == ^ifiv + a)^ 

seroot entieres et raiionnelles. 

Or, poor qae cette eqoation admette des solotions, 11 faot que fi, oo 
Ton de ses moltiples gfi, puisse se oiettre sous les deux formes g^-^-c^p^ 
et q^ — ap\ 

21* 
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Gas particoliers. 
TkeorSme a. Tout nambre pr emier fi de la forme 4m4-l) p^ut, 
lui-mSme, ou Fun de een mutüpiee, ilre mie soue les deux formee y'-f /^^ 
etf—p". 

Thioreme h. Tout nambre premier fi de ta forme Sot-l-l) peul, 
lui-mSme, ou tun de see multiples, ilre mis sous les deux formes if -f* ^P^ 
et if — 2p\ 

Theoreme c. Tout nambre pretsUer fi de la forme 12191-1-19 P^^l* 
lui^mime, ou tun de ses multiples, itre mis sous les deux formes q^-^-Sp^ 
ei^^-3p\ 

Theoreme d. Tout nambre premier fi de tune des fbrmes 
2001 -{-1 et 20iii4-9, peut, lui-mSme, ou tun de ses multiples, Slre mis 
sous les deux formes y*-f 5/?^ et g^—bp\ 

Theorime e. Tout nambre premier fi de tune des formes 
28i9i-f 1, 28m -f 9 et 28in-f 25, pefU, lui-^Sme, ou tun de ses multiples, 
Are mis sous les deux formes (f -|- ^P^ «' 4^ — 7/>^- 

Et ainsi de suite. 

§. 4. 

Theoreme II. Tout nambre premier fi de la forme Aam-\'R 

(a elant dgalement nn nombre premier) ne peut, ainsi qu'aucun de ses 

multiples, Hre mis sous aucune des deux formes (f-\-0Lp^ et (j^ — ap^, si 

R est de la forme 4n-\'i et de plus racine impaire du nambre premier a. 

Eq effet, si R est racine impaire du nombre premier a, et de plas 
un nombre de la forme 49t -{-1, le nombre /t sera lai-möme de la forme 
4/9 -fl) ^t P^r ^^^^^ '^^ ^^^^ nombres -{-a el — a qoi sont racines comple- 
mentaires, seront tous denx des racines impaires de fi. II resulte de la 
qoe Ton ne poorra pas determiner des valeurs enlieres de v telles qae les 
valears de z donnees par les expressions 

soient entieres et rationnelles. 

Or, comme il serait possible de satisfaire a Tegalite precedente si un 
molliple de fi pouvait prendre Tone ou Tautre des deux formes q^±ap^, on 
en peut conclure le theoreme enonce. 
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Gas particaliers. 
Theoreme a. Tout nombre pr emier fi de la forme 8m 4-5 9 ne 
peut, mnri que ses muitiples, Stre mie eoue aueune des deux forme» 
^ + 2/^^ et it — 2p\ 

Tkiorime b. Tout nombre premier fi de la forme 12m-f-5, ne 
peut, ainsi que ses multiples, Stre mis sous aueune des deux formes 
^-1-3/1* et f-3p\ 

Theoreme c. Tout nombre premier ii de Cune des formes 20m-f 13 
20m-}- 17, ne peut, ainsi que ses multiples, Stre mis sous aueune des deux 
formes q^-]- bp^ et q^—bp\ 

Tk io r em e d. Tout nombre premier fi de Vune des formes 28m-f 5, 
28m -f 17 et 28m-f 13, ne peut, ainsi que ses multiples, itre mis sous 
aueune des deux formes q^-\-7if €t ff — lp^. 

Et ainsi de soite. 

Des proc^des analogoes a ceux que nous venons d^employer pour la 
dimonstration de ces theoremes (I. et II.), nous conduiront aax propositions 
suivantes : 

§. 5. 
Thiorime iTZ Tout nombre premier /i de la forme 4am-f-ß 
(a 6tant igalement un nombre premier), peut, lui^meme, ou Fun de ses 
multiples, &re mis sous la forme (f'\-ap^, tandis que ce nombre premier, 
ni aucun de ses multiples, ne peut a/fecter la forme q^—ap^, si le nombre 
R est de la fortne 4ii-f 3 et de plus racine impaire du nombre premier 
a qtii lui'-mime est de la forme 4it-|-l. 

Gas particüliers. 
Theoreme a. Tout nombre premier fi de la forme 8m -f 3, peut, 
lui^meme, ou Vun de ses multiples, itre mis sous la forme q'^-\2p^; 
tandis que ce nombre, ni aucun de ses multiples ne peut prendre la 
forme y' — 2/?^ 

Theoreme b. Tout nombre premier fi de Cune des formes 20m'\'3 
et 20m4-7, peut, lui^mSme, ou Vun de ses multiples, etre mis sous la 
forme q^-^-bp^i tandis que ce nombre, ni aucun de ses multiples, ne peut 
afficter celle de q'^ — bp\ 

Et ainsi de snite. 
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§. 6. 

Theoreme IV. Taut nombre pr emier fi de la forme 4aiii-f A 
(et etant egalement un nombre premior), peut, lui^mSme, ou Vun de eee 
multiples, ilre mis sous la forme q^ — ap'^, tandis que ce nombre premier, 
ni aucun de ces muUiples, ne peut affecter la forme if -f ap^, si le nombre 
R est de la forme 4n-f 3 et de plus raune impaire du notnbre pr emier a, 
qui lui'-memje est de la forme 4n -|- 3. 

Theoreme n. Tout nombre pr emier fi de la forme 4in-f 3, p^^l, 
lui^mime, ou fun de ses multiples, elre mis sous la forme tf-^p^, 
tandis que ce nombre, ni aucun de ses multiples, ne peut affecter tu 
forme q^-\'p\ 

Theoreme b. Tout nombre premier fi de la forme 8m -j- 7^ p^^t^ 
lui'-meme, ou fun de ses multiples , itre mis sous la forme q^ — 2p^, 
tandis que ce nombre, ni aucun de ses multiples, ne peut affecter la 
forme y*-f 2/i^ 

Theoreme c. Tout nombre premier fi de la forme \2m'\'\\^ 
peut, lui-mime, ou Tun de ses multiples, ilre mis sous la forme q^ — 3p^, 
tandis que ce nombre, ni aucun de ses multiples, ne peut affecter la forme 

Thioreme d. Tout nombre premier fi de Fune des fortnes 
28m -{-3, 28m-f-ld9 28m -f 27, peut, lui-meme, ou Vun de ses multiples, 
efre mis sous la forme q^ — 7/i^ tandis que ce nombre, ni aucun de ses 
multiples, ne peut itre mis sous la forme if-\-lp^. 

Et ainsi de 8uite. 

.§. 7, 

Theoreme, V. Tout nombre premier /t de la forme 4am-j-/? 
(<x etant egalement nn nombre premier)^ p^ul, lui-weme, ou Fun de ses 
multiples, itre mis sous la forme q^ -f ap^ ; tandis que ce nombre premier, 
ni aucun de ses multiples, ne peut affecter la forme q^ — ap^, si le nombre 
jR est de la forme 4n-f 3 et de plus raeine paire du nombre premier a 
qui lui^mime est de la forme 4n-|-3. 

Theoreme a, Tout notnbre premer p. de la forme 12m -f 7, peut^ 
tut '•mime, ou l'un de ses multiples, itre mis Baus la forme q'^-f^p^; 
tandis que ce nombre premier, ni aucun de ses multiples, ne peut affecter 
ta forme q^ — 3p\ 
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TkSoreme 6. Tout nombre prenuer fiy de l'une des formes 
86m 4- 11 9 äSm-f-lö, 28»i-f 23^ peut, lui^meme, ou Vun de ses multiples, 
iire mis sous ta forme if-^-Tp^f tandis que ce nombre, ni aucun de ses 
multiples, ne peut affecter la forme q^ — 7/l^ 

Et ainsi de suite. 

§. 8. 

Theoreme VI. Tout nombre pr emier /jl de la forme 4am-f Ä 
(a etant egalemefut im nombre premier), peut, lui-meme, ou Vun de ses 
multiples, Stre mis sous la forme q^ — ap^; landis que ce nombre pr emier, 
ni aucun de ses multiples, ne peut affecter la forme q^'\-ap^, si le nombre 
R est de ta forme 4n-f 3 et de plus racine paire du nombre prenuer a, 
qui lui^meme est de la forme 4it -f 1 • 

Theoreme a. Tout nombre premier fi de Fune des formes 
20m 4- 11, 20m 4- 19, peut, lui-mime, ou tun de ses multiples, elre mis 
sous la forme (f — 5/i%* tandis que ce nombre, ni aucun de ses multiples, 
ne peut etre mis sous celle de q^-\-5p^» 

Et ainsi de suite. 

§. 9. 

Thdoreme VIL Tout nombre premier fi, qui est tel qu'en y 
ajoutant un carre u\ le resultat est dimsibte par 4, peut, lui-meme, 
QU Pun de ses multiples, itre mis sous la forme q^ — kp^; tandis que ce 
nombre premier, ni aucun de ses multiples, ne peut etre mis sous celle 
de q^'\-kp^9 i^ nombre k designant un diviseur impair quelconque de /t-{-tf^ 

Si de plus fi est de la forme 8m -f 3, ce nombre premier, ou Fun 
de ces multiples, pourra encore etre mis sous la forme q'^-\-2kp'^, sans 
pouvoir affecter celle de q^ — 2kp^. 

Si fjb est de la forme 8m 4- 7, ce nombre premier, ou Fun de ses 
multiples, pourra egalement etre mis sous la forme q^ — 2kp^, sans pouvoir 
affecter celle de q'^-\-2kp^. 

Pour reconnaitre l'exactilude de ce Ibeoreme, nous ferons d'abord 
remarquer qae, pour qn'nn nombre premier fi seit divisible par 4, lorsqu'on y 
ajoute un carre ll^ il faul que ce nombre seit de la forme 4 114- 3. II resulte 
de cette Observation que deux racines complementaires de p. sonl necessaire- 
ment Tune paire, Tautre impaire, et par consequent si p., ou Tun de ses mul- 
tipleS) peut dtre mis sous la forme (f — kp'^, ce nombre premier, ni aucun de 
ses multiples, ne peut affecter celle de q^'\-kp\ 
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Cela pose, si Ton sappose le factenr impoir Ar 6gal an prodnit de pla- 
sieurs factears premiers egaux on inegaax a,ß,yj..., noQS pourrons conclnre 
du thöoreme (XI) que dods avons donn^ (Voyez ce jonrnal Tome XLV 
page 313) que Ton pourra toajours satisfaire aox eqaations 

z' = i/(iur' + /5), 



et par suite a requation 

Z = y(^F+K): 

equation qui etablit (§§. 1 et 2) qae fi, oo Ton de ses moltiples, peul £tre 
mis 80US la forme q^ — kp^. 

Remarqaons en ootre qoe si ^ est de la forme 8m-)- 3, r^qaation: 

pourra ötre satisfaite, tandis qu^au contraire requation 

z'" = y(^,r'"-|-2) 
n'aura aocune Solution. Ce qui permet d'etabiir que le nombre premier 
fi=z8m-\-S^ ou Tun de ses multiples, peut ötre mis sous la forme q^ -f ^^P^^ 
et par suite ne peut pas affecter ia forme q^ — 2kp^. 
Si fi est de la forme 8m -f 7, c'est Tiquation 

a laquelle on peut satisfaire, tandis que Tequation 

ä'" = y(^r'" - 2) 
ne peut admeltre aucune Solution. Ce qui permet d'etablir que ie nombre 
premier /i=:8m-f-7, ou Tun de ses multiples, peut 6tre mis sous la forme 
q^ — 2kp^, et par suite ne peut pas aifecter la forme q^'\-2kp'. 

§. 10. 

Theoreme VllL Tout nombre premier fi, qui est tel qu'en en 
retranchant un carre u^ le resuUat est divisibte par 4, peui lui mime 
ou Vun de ses multiples, etre mis sous Vune et Vautre des deux formes 
q^ — kp^ et q^'\-kp'^} le nombre k representant un diviseur impair de fi — ti'. 

Si de plus fi est de la forme Sm-f 1, ce nombre premier, ou tun 
de ses multiples, pourra encore etre mis sous les deux formen (f — 2kp^ 
et q^^2kp\ 
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Si fi est de ia forme 8m -f- 5, ce notnbre prefnier, ni aticun de eee 
muUiplee, ne pourra etre tnis sous les formes q^ — ^kp^ et y*-f 2Ä/l^ 

La demonstration de ce Ih^oreme est analogne a celle da tbeoreroe 
pröeedent; le möine tnode de recberches doone egalement les deax thöoremes 
sQivanls : 

§. 11. 

TkSoreme IX. Si le nombre premier fi de la forme 4n-f 1, eel 
tet qu'en en retranchant un carre quelconque u\ le reeultat oblenu ne 
puisse en aucun cas itre ditisible par Ak (k etant an nombre impmr 
queleonque): ce nombre premier^ ni aucun de ses multiples, ne peut etre 
mie eoU8 les formes y* — kp^ et q^ -f- Ä/?'. 

Si de plus fA est de la forme Sm-f I9 ce nombre premier, ni aucun 
de ses multiples, ne pourra Slre mis sous aucune des deux formes 
if — ^kp" et q'-\^2kp\ 

St fi est de la forme 8m 4-5, ce nombre premier, ou Fun de ses 
muläples, pourra Stre mis sous les deux formes (f — 2kp^ et q^'\-2kp\ 

§. 12. 
Theoreme X. Si le nombre premier fi de la forme 4ii-f-3 m/ tel 
qu'en y qfoutant un carre quelconque tl^ le risuttat obtenu ne puisse en 
aucun cas itre divisible par Ak (k itani un nombre impair quelconque): 
ce nombre premier, ou tun de ses multiples, pourra Ure tnis sous Cune 
oti tautre des deux formes q^ — k/ii^ et q'^'\-kp'^: sous la premiere if — kp^, 

si la congruence 

jfK^-i) = 1 (mod.^) 

est satisfaite, et sous la seconde if \ kp^, si cetle congruence ne Pest pas. 

Si de plus fA est de la forme 8//1 -f 3 , ce nombre premier, ou tun 
der ses multiples, pourra affecter Vune des deux formes q^±2kp^, s'il 
peut Stre mis sous tune des formes q^ + kp\ 

Si fi est de la forme 8m -f 7, ce nombre premier, ou tun de ses 
multiples, pourra affecter tune des deux formes q^±2kp^ s'il peut Slre 
mis sous Fune des formes q^ + kp^. 

§. 13. 
Enfin, il est facile de reconnaUre que les diffSrenls theoremes 
compris dans cetfe note, peuvent tlre compris sous un seul inonce de la 
moniere suioante: 

CreUe^t Journal f.d. M. Bd.XLIX. Heft 2. 22 
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Theoreme gdneral. 1°. Taut notnbre preinier /j., ou Vun de 
ses multiples, g^i iff<i2y^k si Ar est positif, ou ^<Cl — Ar si A: est n^gatif), 
pevt ilre mis souh la forme 

si le nombre k satisfait ä la congruence 

A:»c/'-») = —1 (mod.a). 

2^ Tout nombre premier fi, ni aucun de ses multiples, ne peut 
etre mis sous la forme 

si le nombre k satisfait ä la congruence 
Geneve 36 Jan vier 1854. 
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12. 

Memoire sur la determination des racines primitives 

des Donibres preniiers. 

(Par Mr. Oliramare, prof. de math. sup^r. ä racadömie des sciences de Gen6ve.) 



Alous nou$ proposons dans ce memoire de reonir plusieurs proposUions 
a Paide desquelles on puisse determiner ane racine primitive d'un nombre 
premier; car on sait quo la connaissance d^ane racine primitive conduit aisement 
ä la determination de tootes les autres racines de ce nombre premier. 

Bien que Tensemble des theoremes que nous allons etabiir, ne puisse 
generajement donner one racine primitive de tout nombre premier proposö, 
cependant il en est peu dont la forme ne permette pas d'arriver a la deter- 
mination de Tune de ses racines primitives, et nous nous sommes assures que, 
sur les nombres premiers plus petits que 3400, les racines primitives de 30 
seulement ne pouvaient ötre trouvees. 

S. 1. 
Theoreme /. Si un nombre premier ,/i, gu'on peut toujours 
supposer de la forme i'a'^ß^y^ . . . «''-f-l (ol, ß, y, . . . b etant egaiement 
des nombres premiers difft§rents entr'eux et plus grands que 2) est tet, q%ien 
dMgnant par r, une racine de ce nomhre de Vordre t: la congruence 

(1.) (r,f""''^^^'""^^-l =0 (mod^) 
n'e$t poinl aatisfmte, 
En posant: 

Bi ^ cos [-sm — /— 1 (mod. /i) 

(k etant un nombre entier compris entre et a) : la valevr de fexpression 

(2.) X = inryR^ (mod.^) 

sera une racine du nombre premier fi i'un ordre marque par le plus 
grand commun diviseur entre f et 2\ 

22* 
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Ponr reconnallre rexaclilade 4e ce Ibeoreme, noas remarqaerons d^abord 
que la valeor 

x = (r,r^B, (mod.^) 
ne peot satisfaire ä äacone des coograeDces qai donnenl des raeines du nombre 
premier /jl d'on ordre dont rindice est an multiple de a; par lä raison que 
Texpression 

^x = r^yÄjfc (mod.^) 
est une quanlite irrationnelle ponr tont nombre premiör /i qui n*est pas de la 
forme a"*"*/!-]-!. 

En second lien, si nous supposons qu'on ait forme les congruences 
qui donnent les raeines du nombre premier fi des ordres non multiples de a. 



a 



et qn^on y ait substitue pour x la valeur {rfYiRi, ^n admettant que cette 
valenr puisse satisfaire a Tane d'elles, on arrivera necessairement an resnltat 
snivant: 

(J.) (r,)^''«""'/^'>^ •**'-l = (mod.^); 
relation dans iaqnelle 

s' sera plus petit ou tont an plus igal a ^^ 
n! sera plus petit ou tont au plus egal a n, 

q' sera plus petit on tout an plus 6gal a q. 
Mais cette dernlire congrnence sera cependant teile que Ton ne saurait 
avoir simnltanement: 

n'^n, p'=p, • . . . y' = y, 

si Ton admet de laisser de cöti les congrufnees 

/^(i*) = X = " 

lJ^(2-») = jr = 

(B.) ( \ (mod. (i) 

I y ^ ^ ^ 1 = 

-*^(») jro = ^ 
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qoi determinent les racines du nombre premier u des ordres 2% 2^~"\ ... 2 
et primitives. 

II resulte de lä que si aucane des coograences 

|(r,)*^^*^^— 1 = (mod.^), 
(C) ( (^<)"^"'^^ —1=0 (mod. ^), 

(r,/^"'^^-l = (mod.^), 

n'est satisfaite, il fandra en cooclore, a forliori, qae la coDgruence (Ji.) ne 
peat ötre satisfaite, et par consequent que» rexpression 

X = (r^yyRj^ (mod./i) 

eßt necessairemeot ane racine d'an ordre marquä par Tune des coDgrueDces iBJ). 

Si Ton remarque qae TcDsemble des coogrueoces (CJ) peut £tre mis 
sous la forme de la relation unique 

(rO ^ ^ • — 1=0 (mod./i), 

on en coociura qae, si celle derniere congruence n^est pas satisfaite, Texpressian 

(r()*yA) est ane racine du nombre premier fi de Tun des ordres 2% 2*~S ... 2, 
on primitive. 

En metlant cette expression dans le? congraences (_B.) on obtient: 

(r,)«"^'/»")^ ••' -1 = (mod./i), 



(r,)*-'-""''^^''-''-! =0 (mod.^), 

et on peut conclure de la que: 

1^ Si r^ est une racine impaire de fi, oa / qn nombre impair, c'est 

la derniere de ces congraences qui est satisfaile; par soite Texpression {Tf^-^Rk 
est ane' raeine primitive du nombre premier fi. 
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2"" Si Tf est une racine de fi d^on ordre seulement une fois divisible 
par 2, c'est ravant-derniere de ces congroences qoi est salisfaite, et par saite 

Pexpression (r^y-^Ri, est une racine secoode de fi. 

8^ Si Tf est une racine de fi d^an ordre doablement pair, Pexpression 

(r^y^R^ est une racine de Tordre 2V 
4°. Si etc. 

a 

En d'autres termes, l'expression {r^y-^R^ (mod. /ti) est une racine d'nn 
ordre marque par le pIns grand common diviseur entre t et 2\ 

On peut substituer a la congroence (1.) une congruence beaocoup plus 
simple, en reroa^quant: 

l^ Que par le theoreme de Fermat on a: 

(r,y-*-l = (mod./i), 
2^ Que les valeurs de r^ qui satisfont a ia congruence (1.) et h 
ceile-ci, doivent egalement satisfaire a la congruence 

(r,)^— 1 = (mod.^); 

D representant le plus grand comroun diviseur entre a(/u— 1) |-^ -] [-•••-] — | 

et fJi — 1 qui a pour valenr: 

D = 2*a'"/9*-*yP-' . . . b^'K 
On pourra donc aa lieu de la congruence (1.) employer la suivante: 

(3.) (r.f'**'^*^' •••*'■* -1 = (mod./i). 

S. 2. 
Les valeurs de 

i ^ cos |-sin y— I *(mod. ^u) 

considörees dans le paragraphe precedent, n'etant autre ohose que les racines 
de la congruence 

ar«— 1 =0 (mod. /u), 

differentes de rnnite^ il est evident que si Ton d^signe par g un nombre tel 
que la congruence 

^"-1=0 (mod.^) 
ne seit point satisfaite^ en posant 

x^R^^g ** (mod./i), 
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on aura uoe racine de la congruence proposee*, differente de Tunit^. Cette 
valeur de jRj^^ mise dans la congruence (2.) du parag. pr^cedent^ nous perroet 
d'etablir la proposition suivante: 

TAe'oreme II. Si un nombre pr emier fi qu'on peut supposer 
de la forme 2'a'"ßyp . . . «^-f 1 ; est tel que: 

1^ En designant pur r^ une racine impaire de fi, la congruence 

n'est point satisfaile, 

2"". En designant par g un nombre tel que la congruence 

Hz! 
^«—1=0 (mod.^) 

n'est point salisfaite, la valeur de l'expreesion 

t± 
X = (r,)«^«- (mod.^) 

eera une racine primitive du nombre premier fi. 

Si Ton suppose /i = 2a/?-f I9 a ei ß etant differents de 3, ,a sera 
de la forme 611 — 1, et — 3 sera une racine impaire de ^. On aura donc, 
en faisant ^ = — 3 , la proposition suivante : 

Theoreme a. Si fi est un nombre premier de la forme 2aß'\'l 
(a et ß etant differents de 3): 

l"". La valeur de Vexpression 

-3-2^'* (mod.^) 

sera racine primitive de fi^ si aucune des deux congruences 

32«_i = (mod.^) et 
2^/»_l =0 (mod./i) 
n^est satisfaite. 

2^ La valeur de Vexpression 

^3''2'« (mod./i) 
sera racine primitive de fi, si aucune des deux congruences 

3»/J_l = (mod.^) et 
2'-— 1 = (mod./i) 
n'est salisfaHe. 

On peut deduire comme cas particuliers : 
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TA eo r im e ä. Si fi est un nomhre prmnier de la forme 2 . 1 1 • /9 -f 1 
(ß etant different de 3), la valeur de Vexpreseion 

— 3''.2'f (mod.^) 
sera une raeine primitive dß /i, si la eongruence 

Tl'ß-l = (moA.fi) 

n'est pae satisfaite. 

Th eo rem e ä\ Si fi est un nomhre premier de la formp 2.11. /9-f 1 
{ß etant different de 3 et 31), /a valeur de Vexpreseion 

. . — 3''.2'' {moA.fi) 
sera une raeine primitive de fi, si la eongruence 

3V_i = (mod.^) 
n^est pas satisfaite. 

Theoreme b\ Si fi est un nomhre premier de la forme 2. 13./9^1 
{ß ^tant different de 3), la valeur de Pexpression 

— 3".2^'' (mod.^) 

serä une raeine primitive de fi, si tu eongruence 

2^ß-\ = (mod./i) 
n^est pas satisfaite. 

Thdoreme h". Si fi est un nomhre premier de la forme 2.13/9-f 1 
(/? etant different de 3), la valeur de Vexpreseion 

— Zf^.V^ (mod.^) 
sera une ratine primitive de /i, si la eongruence 

3'''— 1 = (mod./i) 

n'est pas satisfaite. 

§. 3. 

Si, dans le tbeoreme (IL)? on admet qn^il paisse exister une valeur 

de g ögale a r^, on obtient le tbeoreme snivant: 

TAe'oreme III. Si r« est une raeine impaire du nomhre premier 

fi de la forme 2* a*" /S" y^ .. .€'-}" ^^ '^"^ 9^^ '^ congruences • 

Uli 
(r<) « — 1 = (mod./i) et 

(^^)2'«W-'-^"-l =0 (mod..i.) 
ne soient point salisfmtes; celle valeur de r^ sera une raeine primitive de fi. 
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En remarquant qae, si 

x ^ (r<) «•• (moA./i) 

est ane racine primitive de /i, r^ doit egalement £tre ane raciiie primitive 
de ce mdme nombre premier. Od en peat deduire de ce thöoreme comme 
cas particulier: 

Theoreme a. Le nombre —3 est racine primitive de toutnomhre 
premier /is=2'a/9-fl (a et ß ötanl diff^reitts de 3), si aucune des congruences 

3^*"— 1 = (moA.fi^ et 

3*'''— 1 = (mod.^) 
n^est satisfttile. 

Sapposant le nombre premier /i de la forme 2*a'"4~li il n^exislera 

ancane racine du nombre premier fi d^nn ordre non multiple de a, antre que 

les racines des ordres 2% 2'~S ... 2 et primitives, et l'on pourra substitner 
an thöoreme (I.) le suivant: 

Thdorime IV. Si fi est un nombre premier de la forme 2'a^-fl 
(a etant Egalement nn nombre premier), en designant par Tf une racine 
de ce nombre de Vordre t, et en posant: 

Äi ^ COS f-8in y— 1 (mod./i), 

la valeur de Vexpression 



a 



(r,)VÄ* (mod./i) 

sera une racine du nombre premier fi d'un ordre marquS par le plus 
grand commun diviseur enfre t et 2\ 

En combinant ce thöoreme avec le Iheoreme (III.) da parag. pröc^dent, 
on obtient: 

Thiorime V. Si r« est nne racine impaire du nombre premier fi 

de la forme 2'a'"4'li '^"^ 9<^^ '^ congruence 

fizl 
(rO -—1=0 (mod. ^i) 

vi est pas satisfaite, cette valeur de r^ sera nne racine primitive du nombre 
premier /i. 

Grelle*! Jovrnftl f. d. M. Bd. XLIX. Heft 2. 23 
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%. 5. 
Les valeurs de Ri,, oü les racines de la congroence 

jr*— 1 ^ (raod./i), 

differeni^ de runild, peuvent dtre troovees pour ce^^taioes valeors de a par 
d^s foriQiiles faciles a calcoler, 

V. Seil « = 3, on a: 

Ru = _i+^^/-3 Cmod./t> 

Poor determiner la valeur de Texpression |/-r3 (mod./i) qai, par la forme 
du nombre premier fi, est ralioDDelle, il suffit de meltre le oombre premier /i 
sous la forme q^-^-dp^ et de poser 

y— 3 ^ qxi — 3pxi (mod. fi)^ 

Xi et Yi ötant une Solution particuliere de requation ind^terminee 

qx-\^py = 1. 

2^. Soit as=:5, 00 trouve: 

R, = _i + iy5+i)/(-10-2i/5) (mod.^). 

Pour determiner la yaleur de Texpression /5 (mod./t) qui, par la forme di 
nombre premier fi, est rationnelle, U sufBl de mettre le nombre premier fi 
toim la formiD q^ — bp^ et de poser 

ys = qy.^bpx^ (mod.iu), 
^i ^^ Xi ^t^nt une Solution particuliere de requation indeterminee 

qx^py ^ 1. 
On aura ainsi: 

La yaleur du radical 

y(_10-2(fri+5;w:,)) = ^K (mod.^) 

s'obtiendra de möme en posant 

fi = q'^-kp'^, 
et en posant: 

T/(.-i0^2(qy, + bpx,)^ = yfK=qy,^kp'x[ (mod.^), 

yi et ;r A etaat une Solution particuliere de requation indeterminee 

q'x'+py = 1. 
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3^ Soit a=:7 on ohtient: 

R, = i« + 1^(5^^ -4) (mod.^), 
z etant donoe par la relatioa 

z ^ -^{v—i) (mod. .a), 
r d^ignant ane racine de la congruence du troisieme degre 

„3_21r— 7 = imod.fi). 

§.6. 

Theoreme VI. Le nomhre 3 est racine primitive de /out nombre 
premier fi de la forme 2"^ -f ^ • 

RemarquoDS d'abord qae le nombre 2*" -j' ^ "^ P^^^ ^'>*^ ^" nombre 
premier qu'autant que m est un nombre pair; car en supposant j9i= 2Ar-f 1, on a 
Texpression 2^*"*"'-f *9 9"' ^^' divisible par 3. Si donc on pose .a = 2^*-f ^^ 
il est facile de voir qne fi est egalement de la forme 12A'|-5. 

Or, comme le nombre 3 est racine impaire de tout nombre premier 
II de la forme 12A-f 5; que d'ailleurs toute racine impaire de a est par ia 
forme möme de ce nombre une racine primitive: 3 est racine primitive de ^. 

S. 7. 

Theoreme VII. Le nombre 2 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la forme 2a -{-1 (a etant egalement un nombre premier de 
la forme 4ii-|-l)- 

L'expression — | (mod. ^u), ou le nombre a, est racine primitive 
de tout nofnbre premier fi de la forme 2a -j- 1 (a dtant egalement un nombre 
premier de la forme 4n'|-3). 

En effet, tout nombre premier fi de la forme 2a -fl ne peut avoir 
que des racines dont Pordre est marque par le9 nombres 1, 2,. a et 2a; 
mais 1 est la seule racine de Tordre 2a ^ et /u — 1 la seule racine de Tordre a; 
donc tous les nombres compris entre 1 et /x— 1 sont, ou des racines dn 
seeond ordre^ ou des racines primitives. II en resulte que toute racine im* 
paire, comprise entre ces nombres, est une racine primitive. 

Si a est de la forme 4it-|-l9 (^ sera de la forme 8A-f3. Mais 
comme 2 est racine impaire de tout nombre premier de oette derniere forn^e, 

2 sera racine primitive de fi. 

Si a est de la forme 4it-f 3, fi sera de la forme 8A-f 7; mais comme 

3 est racine paire de tout nombre premier de cette forme, 2 sera une racine 

23» 
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seconde de fi; on aura dooc: 

aKA^-D-i = (mod.^t). 

Celle congruence, combiDee avec la congruence identique 

2«+! = (mod.^), 
donne 

alCA'-i) + 1=0, ( - i)*^-*> +1=0 (mod. /i) ; 

ay ou — ^ (mod. /i)^ etant racine impaire de fi, sera one racine primitive. 

§. 8. 

Theoreme Vlll. Le nombre 2 est racine primitive de taut 
nambre premier (i de la forme 2^a+l (a elant egalement an nombre 
premier quelconqae). 

Par la forme da nombre premier ^s=:2^a+l, on a les congruences 

(1.) Z;., = a?' + 1 = (mod. fi) , 

(2.) ;ro)=$^ = (mod.^): 

la premiere pour determiner les racines da nombre premier /i de Tordre a^ 
la seconde pour determiner les racines primitives. 

Cela pose, si nous remarqaons qae le nombre 2 est une racine im- 
paire de fi, el que ce nombre ne saUsfail pas h la congraence (1.), comme 
le nombre premier fi n'a pa3 d'autres racines impaires qae des racines de 
Tordre a el des racines primitives, il faudra admettre que 2 est ane racine 
primitive de fi. 

Le nombre a ne pouvant avoir que les deux formes 4ii + l et 4n + 3, 
il en rdsulle que fi esi ndcessairement de la forme 8A+5, et par suite le 
nombre 2 est racine impaire de fi. 

Faisant j? = 2 dans la congruence (1.), on oblient: 

5^0 (mod./u) 
qüi ne peut 6lre satisfaite que par ^ = 5t et comme dans ce cas encore le 
nombre 2 est racine primitive de fi, on en conclura le tbeoreme que nous 
venous d'enoncer. 

S. 9. 

Theorime IX. Si fi est un nombre premier de la forme 2"" .3+1, 
il pourra egalement etre mis sous la forme (f^ + 3/i^ et en deAgnant par 
Xi et Yi une Solution particuliere de Teguafion indetemUnee 
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la valeur de fexpresMon: 

5' (- i + i {qyi - 3/^^i)) (moiL (i) 
representera une racine primitive du nombre premier fi. 

Remarquons d*abord que le nombre 5 est ane racine impaire du nombre 
premier ^s=2'".3-|-l; car, tout nombre premier de cette forme est necessai- 
rement aussi de la forme 10A±3. Faisons observer en outre que Texpression 

5'(-i + iy-3) (mod.^) 

est une racine primitive de fi. 

En effet, celte expression est racine impaire de fi; tar substituee dans 
la congruence 

a.*o.-i)^l = (mod.^), 
eile donne 

5*^-*>f 1 = (mod,/i), 

et comme 5 est racine impaire de fi, cette derniere congruence est satisfaite. 

En second lieu, en remarquant que les racines impaires de fi ne peuvent 
dtre (par la forme m£me de ce nombre premier), que des racines du troisieme 
ordre, ou des racines primitives, et que Texpression 

5'(-i + iy-3) imoLfi) 

ne peut representer une racine du troisieme ordre, parceqne la quantiti 

yc6'(-i+iy-3)) = 5y(-i+iy-3) 

est irrationnelle pour tout nombre premier fi qui n'est pas de la forme 3^A-f 1, 
il faut en conclure que 

(1.) 5'(-i + ^|/-3) (mod.^) 

est une racine primitive de fi. 

Or y— 3^ par la forme dn nombre premier fi, est une quantite ration* 
nelle dont la valeur est qyfSpx, p el q etant deux nombres satisfaisant 
a Tögalitd ;i = ^-|-3/i^ et Xj^ et yi une Solution particuliere de Tequation 
inditerminee dn premier degr^ 

9^+py = ^i 
en mettant cette valeur de y"— 3 dans Texpression (l.)) on obtient la valeur 

5'(-i+i(^ri-3/^^i)) (mod.iu) 
comme racine primitive du nombre premier /i. 
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§. 10. 
Theoreme X. Si le nombre premier fi de la forme 2'"a-f-l 
{in etant >\ et a un nombre premier) est lel, que la congruence 

(10 3^'""* + l = (mod.^) 
ntel piiint saliffirite: fe nombre 3 sera raeine primitive de ce nombre premier. 
Par la forme du nombre premier fi, on a les congroences: 

(«.) a?^~"'4-l = (mod./i), 
• (*•) 4==rT = (mod.^), 

la premiere pour determiner les racines de Tordre a, la seconde poor d^ter- 
miner les racines primitives de //. 

Cela pose, si nous remarquons qae 3 est raeine impaire de /i et qua 
ce nombre ne satisfait pas a la congruence (a.) ; et comme le nombre premier 
fi n^a pas d'autres racines impaires que des racines de Tordre a et des ra- 
cines primitives, il faadra admettre que 3 est raeine primitive de /i. 

Remarquons d'abord que si m est ua nombre impair, a doit ötre de 
la forme Zt'\'2^ et que si m est un nombre pmr, il doit ötre de la forme 3t -f^* 

Soient, en effel, ««==2/1 + 1 et «==3/-f 1, la valeur de fi pourra 

s^ecrire \ 

^ = 3.2'''+'/+2^'^+^ + l = 3fl; 

ce qui est impossible, puisque ^i est, par hypotbese, un nombre premier. 

SoMUt, «n teoond lieu, $n=^%p et arsStf-f 2, la valearde (jl pourra 

s'ecrire: 

^ = 3-2^''/-f2'''+* + l=3«?, 

ce qui est inadmissible. 

Le nombre 3 est raeine impaire de tout nombre premier ^ de la 
forme 12A-f 5. Si donc nous posons 

2'"« + ! = 12A+5, 

et si, quelle que seit la valeur du nombre premier a, on reconnait que Ton 
peut satisfaire ä cette egalite, le nombre 3 sera raeine impaire de fi. 

Considerons deux cas: selon que m est pair, ou impair. Seit m pair, 
a est de la forme 3<-f I9 ^^ Pegalite precedente devient: 
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qoi sera satisfaite, si m est egal oa plas grand que 2; car alors — g — est 
HD nombre eotier si m est pair« Seit m impair, a est de la forme Zt'\-2 
et r^galite prec^deote devient: 

ögalit^ qai est satisraite si m est un nombre impair plus grand qae 3. 

Faisons maintenant dans la congraence (n.) x = d^ noas aurons: 

3^""' + l = (mod,/i). 

II resnlte de la qne si cette derniere congraence n*est point salisfaite, le 
nombre 3 est racine primitive de fi. 

Theoreme a. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la fortne 2^a -j- 1 (^ ^l&nt un nombre premier pIns grand que 3). 

Theoreme b. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la forme 2'a-f 1 (a ^tant un nombre premier plus grand que 5). 

Theoreme c. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la forme 2V -f 1 (^ etant un nombre premier quelconque). 

Theoreme d. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier /ll de la forme 2^a -|- 1 (a etant un nombre premier plus grand que 3). 

Theoreme e. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la forme 2^a-f 1 (a etant un nombre premier I>3). 

Theorime f. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier ix de la forme 2^a-}-l (« ^tant un nombre premier). 

ThSoreme g. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la forme 2^a-[-l (a etant nn nombre premier). 

Theoreme h. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
/nremier fi de la forme 2^a-|-l (a etant un nombre premier). 

Etc. etc. 

II suffit ponr d^montrer ces divers propositions de s^assurer que la con- 
gmence (1.) n'est point satisfaite, 

§- 11. 
Theoreme XL Si le nombre r est une racine impair e d'un 
nondfre premier u de la forme 2^a^-{-\ ^ tel que la congruence 

r*^+l =0 (mod./x) 
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n'est point saHsfaile: cette vaUur r, suppose'e diffirente de ±2a, sera une 
radne primitive de fi. 

En effel, le nombre premier /a n'admeUant comme racines impaires 
que des racines des ordres a^ a, et primitives, si Ton remarque qne la racine 
impaire r ne satisfait a aucnne des congruences 

(1.) 2:(„.) = j?^ + t=0 (mod.^), 

(2.) JTc«) =^;il = (mod.^), 

on en conclura que r est racine primitive de /i. 

Or, la premiere de ces congruences donne 

a? ^ +2« (mod./t), 

par consequent la valeur r/ difförente de ±2a, ne pect y satisfaire. De plus, 
en supposant x=~r dans la congruence (2.)) on a: 

r^+1 = (mod./i): 

congruence qui, par bypotbese, n^est point satisfaite. 

Quelle que soit la valeur du nombre premier a, il est eise de voir 
que le nombre premier fi est de la forme 8A — 3; donc 2 est racine impaire 
de /u^ et Ton peut dire: 

Theoreme a. Le nombre 2 est radne primitive de taut nombre 
premier fi de la forme 2^a^4~^ C^ ^^°^ egalement un aombre premier)^ 
si la congruence 

2^«-|-l = (mod./O 
n'eel pas saüsfaile. 

Si a est different de 3, /i est de la forme 12A-f5; par suite le nombre 
3 est racine impaire de fi^ et on peut dire: 

Theoreme b. Le nombre 3 est racine primitive de tout nombre 
premter (i de la forme 2^a^4'^ C« ^'®"* ^^ nombre premier r>3), si la 
congruence 

3^ + 1 = (mod.u) 
n'est pas ^eatisfmte. 

Si a est different de 5, /x est de la forme lOA — 3, et par suite 5 
est une racine impaire de n, et Ton peut dire: 

Theoreme c. Le nombre 5 est racine primitive de tout nombre 
premier fi de la forme 2^a^4-l (a etant un nombre premier different de ö)^ 
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n la congruence 

5'«+l =0 (mod.At) 
n'Mt pas satUfmte. 

§. 12. 
Theoreme XI 1. Si fi est un nombre pr emier de la forme 
2a'"/3.;^... £-f 1) '^' 9^^ '^ congruence 

2^«"— 1 = (mod./i) 
n'est point salisfaite. En posanl 

«i == cos \ sin y— 1 (mod. ^) : 

1^. la valeur de texpreseion 

V'(2"'"Äi) (mod.At) 
«ara un« racine primitive de (i, ei ce nombre pr emier est de la forme 8A + 3; 
2^. la valeur de Fexpression 

^ (mod. a) 

sera une racine primitive de fi, si ce nombre pr emier est de la forme 8A +i. 
NouS savons par le Theoreme (I.) qoe: 

V. 81 2 est racine impaire de /i, Texpression r (2"''jRa) (mod. /i) 
est une racine primitive de ce möme nombre premier; 

2^ si 2 est racine paire de f^, l'expression K (2''"'jR|) (mod. .u) est 

une racine seconde de ce mdme nombre premier. 

Or comme 2 est racine impaire de tout nombre premier ^tt de la forme 
«-» 

8A±39 Texpression V(2''''RiJ (mod. fi) est une racine primitive de tout 

nombre premier de cette forme. Comme 2 est racine paire de tout nombre 

«-* 
premier de la forme 8A + 1, l^expression /(2^"'jRJ (mod. ^) est une racine 
seconde de tout nombre premier de ceile derniere forme. 

Si donc on determine z au moyen de la congruence 

«/2*"*Ä* + 1 = (mod.a) 

CreUe*i Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 2. 24 
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eile donne 

z = — :;= (mod.A*) 



/(2«-Jl») 
comme racine primitive du nombre premier /ti. 

§. 13. 

£n faisant successivement a =7: 3, a = 5, a =^ 7, on obtient les thöo- 
r^mes suivants: 

Theoreme a. Si fi est nn nombre premier de la forme 
2.3"*.^./ • . . €-f 1 (ßf7f'^*^ ^^^Qt des nombres premiers differents entr'eux 
et piQS grands qae 3), et si la congruence 

(10 2^-^"-l = (mod.^) 

ffCest pas saüsfidte: en mettant fi sous la forme ff •\- 3p^ et en designant 
par Xi et yi une Solution particuüere de feqnation indelerminee 

9^+Py = 1: 
P. Texpression 

(8.) V(f^''^qy,-3px,-i}) (mod.At) 

representera une racine primitive du nombre premier fi, si ce nombre 
est de la fortne 8A + 3; 
2^ fexpression 

(3.) •^;;;:i ^^ (mod-At) 

representera une racine primitive du nombre premier /i, si ce nothlnre 
est de la forme 8Ä + 1. 

li est facile de voir qae la congruence (1.) ne peut ötre satisfaite si 
m = l, iii=:2, 111 = 3, auxqnels cas ies expressions (2.) et (3.) reprö- 
sentent une racine primitive du nombre premier fi* 

Theoreme b. Si fi est un nombre premier de la forme 
2.5'"./9./ • . . €-|-^ ißf^ß"*^ ^^^^ egalement des nombres premiers differents 
de 5 et 2), et si la congruence 

(1.) 2^-*"-l = (mod.^) 
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n'wl pm 9iUisfmte; en niettant fi sous ta forme q^— bp^ et en dieignant 
par Xi et Xi ^^^ Solution partieuliere de Fequalion ind^lerminee 

qx^py ^1: 
l"". Vexpreeeion 

(2.) >^(25"*-^ \qrt + bpx, _ 1 ^- y(_10 - 2 {qy, + 5/iar,))}) (mod. /u) 

reprüeiUera une radne primitive du nomhre^ premier fi, ei ce nombre 
est de la forme 8A + 3; 

2®. texpreesion 
(a) — ^ (mod.^) 

representera une radne primitive du notnbre premier fi, ei ce nombre 
est de la forme 8A + 1. 

En supposant successivement m=:l^ m==2, iii = 3, et en remarquant 
qoe, dons ces cas, la congruence (1.) ne pent ötre satisfaite, on est condnit 
a admettre que les expressions (2.) ou (3.) representent des racines primitives 
de fi (/i = 31 est la seale exception). 

Thioreme e. Si fi est un nombre premier de la forme 
3.7"'./3.^... €-f 1 ißf^ß..»^ etant ^galement des nombres premiers dif- 
ferents de 7 et 2), et si la congruence 

(1.) 2^-^"-l = (mod./i) 
n'est pas satisfaite: 

V. Cexpression ^m-t 

(2.) i^(2^"Ä0 (mod./u) 
dans laquelle 

lli = i«±iy(«' — 4), « = i(r— 1), r* — 21r — 7 = (mod.^), 
reprSsentera des racines primithee du nombre premier /j^, si ce nombre 
est de la forme 8A±3; 
2^. texpreesion 

(3.) ~— («nod.A*) 

repri$eiU«ra de» racines primitires de pt n ce nombre est de la forme Sk±\, 

^ 24» 
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En sapposant successivement 1» &= 1, m = 2, m = 3 et en remarqoant 
qae, dans ces cas, la coDgrnence (1.) ne peut ötre satisfaite, on est condoit 
a admetlre qae les expressions (2.) ou (3.) representent des racines primitives 
de fi (/i=:43 est la seule exception). 

§. 14. 
Theoreme XIII. Si fi est un nombre premier de la forme 
i^.a'^.ß.y ' .• s-fi ict, ß, Y, ... € etant ögalement des nömbres premiers) 
tel que la eongrnence 

2^'«"_1 = (mod.^) 
n'esl point satisfaite; en posant 

Ri ^ cos f-sin y'— 1 (mod. /u): 

la vateur de Vexpresrion 



a 
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sera une racine primitive de /i. 

Ce theoreme n^est qu'ane consequence du th^oreme (I.)- En effet le 
nombre premier /j. est de la forme 8A — 3 et par snite 2 est ane racine im- 

paire de ce nombre et Fexpression V\2"^ItiJ (mod. u) en est une racine 
primitive. 

§. 15. 

En faisant successivement a = 3, a = b^ a = 7 on oblient les theo- 
iremes suivants: 

Theoreme a. Si fju ent un nombre premier de la forme 
2^.d'~./3./ ...€-f 1 (ß, y, . . . e etant egalement des nombres premiers plus 
grand que 3) et si la congruence 

(1.) 2^'^"-t = (mod.^) 

n'est pas eatisfaite: en mettanl fi sous la forme q^'\-^p^ ^t en de'signant 
par Xi et y^ une Solution particuliere de Vequation indeterminee 

qx^py = 1: 
l'expression 3«.» 

(2.) l^(2^^-'{vy,-Spx,-l]) (mod.M) 

» 

reprüentera une racine primtive du nomhre premier fi. 
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II est fädle de voir qoe la congnience (1.) ne peot dtre satisfaite si 
m=l, m=:2, m = d; dans ces cas Texpression (2.) represente une radne 
primitive de fi. 

Theoreme h. Si fi est un nombre preaner de la forme 
2^.5"*. /3./ ... a-\'i {ß, y, . . . e etant ögalement des nombres premiers 
differents de 5) et ei la congruence 

(1.) 2^'-*"-l = (mod./u) 

n^eet pae eatiefaite: eti mettant fi saus la forme ^-^bp^ et en designant 
par Xi et y, une Solution partieuÜere de Fequation indSterminSe 

qx-i^py = 1: 
Vexpression 

(20 /(2'"*'"'{9ri + 5/'^i-l + l^(-10-2(yy, + 5^xO)}) (mod.At) 
representera une radne primitive du nombre premier f^. 

II est fädle de voir qae la congruence (1.) ne peat ötre satisfaite si 
m^=lfi m=:2^ r#i = 3; dans ces cas Texpression (2.) represente uneracine 
primitive de /u« 

Theoreme c. Si fi est un nombre premier de la forme 
2^.7'"./7./...€-fl iß, y, ... € etant ^galement des nombres premiers 
diffirents de 7) et si la congruence 

(1.) 2^'-^"— 1 = (mod./i) 

n'esl pas satisfaite, Fexpression 

(2.) V{2''^R) (mod./u) 
dans laquelle 

ÄA = |« + iy(e' — 4), z^i(v-l), r'-21r-7 = (mod^^u) 
representera une radne primitive du nombre premier fi. 

II est facile de voir que la congruence (1.) ne peut 6tre satisfaite 
si m = l, f/i=:2, m = 3; dans ces cas Texpression (2.) represente une 
radne primitive de ^. 

§. 16. 
On peut deduire du theoreme (I.) la proposition suivante: 
Theoreme XIV. Si fi est un nombre premier de la forme 
2^a'^'\'i (a ötant egalement un nombre premier) la valeur de Fexpression 



180 ^'« Ohramare, sur les raemeM ffrbmiiveB. 

/[(r,)«-(co8^ + sini^^-l)] (mod.A.) 

est une racine primitive du nombre pr emier fi, ei r^ est une raeine im- 
paire de ee nombre. 

En sapposant « = 1 et m plas grand qae 1 ; 3 est racine impaire 
de fi qai est alors de la forme 8A-f 3 et Ton pent etablir ia proposition 
suivante : 

Theoreme XV. Si /jt est uu nombre premier de la forme 2a'"-f 1 
(a etant on nombre premier et f#i>>l), la valeur de texpression 

/(2«-|cosi^ + sin^>^-lj) (mod.^). 

En admettant qae a soit successivement ögal ä 3^ 5, 7 on obtient 
les theoremes particnliers suivants: 

Theoreme a. Si fi est un nombre premier de ta forme 2.3'"-f ^^ 
ce nombre pourra ^fgalement se mettre sous la forme g^'\-Bp^ß ^t en de-' 
signant par x^ et y^ une Solution particuliere de Fegualion indSterminie 

qx\py = 1: 
la valeur de Fexpression 

V(2^^'\qy,-3px,-i)) (mod.^) 

sera racine primitioe du nombre premier (i. 

Thioreme b. Si fi est un nombre premier de la forme 2.5"*-{*l, 
ce nombre premier pourra ^alement se mettre sous la forme q^ — 5p\ 
et en designant par x^ et y^ une Solution particuliere de Vequation in^ 
dSterminde 

la valeur de Fexpression 

}^{2''^-^{qy, + 5px,-i-t^(i-i0-2(qy,+bpx,)^^^ (lOod-Ai) 
sera une racine primitive du nombre premier fi. 

Theoreme c. Si fi est un nombre premier de kt forme 3.7^-f 1^ 
Fexpression 

|/(2'"ä,) (inod.A*>. 
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dans laquetle 

/lA = ^ + iV(«* — 4), « = i(p-l), 1^-211; — 7 = (iiiod.)ii) 

reprAentera une racine primitive du nombre prämier fi. 

%. 17. 
On d^dait aisement du theoreme (II.) la proposition suivante: 
Theoreme XVI. Si (jl est un nombre premier de la fortne 
2^.3*" -fl 9 la vateur de Fexpreseion 

^y(4(yri-3;^ar,-i)) 

sera une racine primitive de /i, si r eet une racine impaire de ce nombre 
et eij en fnettant fi sous la forme f'-f 3^^ Xi et fi reprSsentent une 
Solution particuUere de tequation indetertmn^e 

§. 18. 
Si fi est an nombre premier de la forme 2'a"' -f- 1 (« I> 1) , dans 
laquelie a est an nombre premier different de 3, il est facile de reconnaltre 
que ce nombre premier est de la forme 12A-f 5. En effet, en supposant a 
de la forme 3<4-l, on a |ii= 127-f-2'-f 1; il en resolte qae s doit «tre 
de la forme 2p i car s'il en etait aatrement, le nombre premier /i serait 
divisible par 3, ce qu^on ne peut adqiettre. Si donc nons posons 

2'a'- + l = 12A + 5 = 12T+2'''+l, 
il en resnltera 

ögalite qui donne ponr A nn nombre entier. 

En supposant a de la forme 3/+ 2, on a )ii = 12r+2'+'" + l; ii en 
rfenlte que s-^-m est de la forme 2p, car autrement ^ serait divisible par 3. 
SI donc nous posons 

2'a--fl = 12Ä-f.5 = 12T+2''' + l, 
ii en resullera 

* = r+l^: 

ögalite qui donne pour A un nombre entier. 

Ii resulte de cette Observation que 3 est racine impaire de tout nombre 
premier de la forme 2'a'"4-l9 ot par suite le theoreme XIV nous permet 
d'etablir la proposition suivante: 
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Theoreme XVII. Si fi est tut nombre premUr de la forme 2''a"'-f 1 
(«>*1 et a an nombre premier diff§rent de 3), la valeur de Vexpression 

y(3«-jco8^-f8in?^y-l}) (mod.^) 

sera une racine primitive du nombre premier fjL. 

En faisant saccessivement a=5, a=:7 on obtient: 

Thioreme a. Si fi est un nombre premier de la forme 2'.5'"-|'l 

(^I>1)9 ce nombre pourra Statement Stre mie soue la forme q^-^^p^, 

et en deeignant par x^ et y^ une Solution parliculiere de Fequation m- 

d^terminee 

qx^py = 1: 

texpreeeion 

«-» 

^(^{qyi + ^P^i -1 + 1^(-10 - 2(9rx + 5/i;r0)}) (mod. ^) 
sera une racine primitive du nombre premier fi. 

Theoreme b. Si /i est un nombre premier de la forme 2'.7'"-fl 
(^ >* 1) , texpression 

i^(3^"Ä0 (mod.^) 
dans laquelle 

/l» = |« + iy(«^— 4), ar = ^(r — 1), r^ — 21t> — 7 = (mod./u), 
reprüentera une racine primitive du nombre premier fi. 

§. 19. 
On peat encore etablir comme cas particolier du theoreme (I.) la pro- 
position suivante: 

Theoreme XV III. Si fi est un nombre premier de la forme 
2\a'^.ß.y ... €-f 1 ia, ß, y, . •• e etant des nombres premiers) tel que 
la congruence 

r^''^"-! = (mod./i) 
(dans laqaelle r est une racine impaire de fi) n'est pas satisfaHe; en posant 

4 == cos |-sin y— 1 (mod.^): 

la valeur de l'expression 

Kr^'^nO (raod.^) 
sera une racine primitive de fi. 
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Voici qoelqnes cas particuliers de ce th^oreme. 

Theoreme a. Si ie nombre premier fi^s iOn + S est de la forme 

2^.3'"./?./ . . . £-f 1 , ce nombre pourra Sgalement se mettre sous la forme 

^-f 3/1^ et en ddsignanl par Xi et y^ une Solution particuÜere de Vequation 

inditerminee 

qx\pr == 1: 

la valeur de Fexpression 

sera vne racine primitive de fi, si la congruence 

5^'.3-_i ^ Q (mod./i) 
n'est pas satisfaite. 

Soient m = 1 et * = 3. 

Theoreme a'. Si le nombre pr emier ^=10ii + 3 (excepte 313) 
est de la forme 2^.S.ß.y . . . e-\'l\ ce nombre pourra ^galement se mettre 
sous la forme ^-{-Qp^, et en designant par x^ et y^ une Solution partim 
culiere de t'Squation indelerminee: 

9^+py = 1^ 

la valeur de Vexpression 

y Cyri — ^P^i — 1 ) («öod. fi) 

sera une racine primitive de fi. 

Soient m = 1 et « = 4. 

Theoreme d\ Si le nombre premier fi = 10/1 + 3 est de la forme 
2*.3./9.y . . . 6-f-l; c^ nombre pourra ^galement se mettre sous la forme 
^'{•p\ et en designant par x^ et yi une Solution particuliere de l'equation 
inditerminee 

9^+py = 1- 

la valeur de Vexpression 

y (y/i — 3/1071 — 1 ) (mod. (i) 

sera une racine primitive de fi. 

Soient m = 2 et ss=zS. 

Theoreme b. Si le nombre premier /i = 10/1 ±3 €f.y/ de la forme 
2^.3*./3.y .. . €-|-l , ce nombre pretnier pourra egaletnent se mettre sous 
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ta forme if^ \ Sp^, et en dMgnant par x^ et y^ une eoloHon particuUere 

de Vequaüon indeterminSe 

qx^py =1: 
la valeur de Fexpression 

sera une racine primitive de fi, ei ta congruence 

5^— 1 = (mod.^) 

n'ent pas eaiisfaite. 

Theoreme c. Si /i est un nombre pr emier de la forme 

i^.b.ß.y ...a^\ (ß, y, ... 6 ötant egalement des nombres premiers plus 

grands que 5), ce nombre pourra 4galetnent se mettre sous ta forme 

y^— 5p^, et en designant par x^ et y^ une sotution particuUere de Viquation 

inde/enninee 

qx^py^i: 
fexpresston 

^{9yi'\'5px,-i^^i-i0^2{qy, + bpx,y)] (mod.Ai) 

vera une racine prifiulive du nombre premier /i. 

Theoreme c\ Si fx est un nombre premier de^ ta fortne 
2*.b.ß.y ... e-^-i {ß, y, ... b etant des nombres premiers plus grands 
qae 5), ce nombre pourra egalement se mettre sous la fonne q^ — 5/»^ 
ei en designant par x^ et /i une sotution particuUere de tequation 
indeterminee 

v^+py = 1- 

l^expression 

T to + 5P^1 -t + y(- 10 - 2iqy, + bpx,)^} (mod. fi) 

sera une racine primitive du nombre fj,, si ta congruence' 

3^+1 = (mod.A*) 
n'est pas satisfäHe. 

TheorSme c^\ Si (i est un nombre premier de la forme 

2^.b.ß.Y . .. H^\ iß, y, ... s etant des nombres premiers plos grands 

que 5) , ce nombre pourra egalement se mettre sous la forfne q^ — bp, 

et en designant par Xi et y^ une Solution particuüire de Vdquaüon 

indStemunee 

qxi'py = 1: 
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Fex/nresnon 



sera une raeine primiüoe du nombre premUr /a, si la congruence 

(3*^+l)(3*^+l) = (mod-^a) 
n'est pas salisfmte. 

Theoreme d. Si jll est un nombre p^remier de la forme 
2^.7./9./. . • €-f 1 (ß, y, ... € etant des nombres premiers diff^rents de 3), 
Vexpression 

dans laquelle 

Ä* = i«±iy(«'— 4), « = i(r-l), r^-21i?-7 = (mod-A*), 
repreeentera une raeine primitive de fi, 

Theoreme d\ Si le nombre prermer ,u = 28fi + 5 ou 28»+ 11 
ou 28n+ 13 est de la forme 2*,3'"./9.y . . . €-f 1, ce nombre premier pourra 
egalement se mettre sous la forme ^^-f-S/i^ et en designant par Xi et yi 
une Solution particuliere de l'equation mdHerminee 

qx^py = 1: 
la valeur de Fexpression 

om-l 

sera une radne prkniüve de fx, si la congruence 

7^*'^"*— 1 = (mod.u) 
n'est pas satisfaite. 

Soient m = l et « = 3. 

Theoreme d". Si le notiere premier /n = 28» ±b ou 28» + 11 o» 
28» + 13 est de /a /brma 2\ 3. /i.y .. .6-f-l, ce nombre premier pourra 
egalement se mettre sous la forme ^^-f ^/^^ ^' ^^ designant par x^ et y^ 
une Solution particuliere de Vequalion indeterminee 

qx-{py = 1, 
la valeur de Vexpression 

V 

sera une raeine primitive de fi. 
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Thiorime d"\ Si U nombre premier ju=:44it±3 ou 44it±13 
ou 44ii±15 ot« 44it + 17 ou 44ii±21 est de la forme 2\3./?.;^...^-f 1 
ce nombre pourra egalement se melire sous la forme 7^-f ^/'^ ^ ^^ 
designant par Xi et y^ une Solution particutiere de V^uation indeterminee 

gx-^-py = 1: 
la valeur de Fexpression 

11' 

sera une racine primitive de fi. 
Geneve 23 Fevrier 1854. 
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13. 

Recherches sar la r^solation des 6qaations de tous 

les degr6s. 

(Par M. le colonel F. Tkertmin ä Saratoff en Roaaie.) 



Contenu des articies. 

Art. I. Kecherche d'une expression ginirule des radnes d'ane equalion d'on degrä 
quelconque, en foociioo des coefficienls de reqoation, et des racines d'nne 
dqualion auxiliaire. 

Art. n. Application k r^qoation gönirale do second degri. — Bot qo'il fant se proposer. 

Art. OL Dädaction d'une ezpression g6n6rale des radnes d*one öqoation d'iin Aegri 
queleonqoe, en fonction d'one qoantitd entiörement arbitraire a. 

Art. IV. Parti que l'on peut tirer de cette expression generale, qni est one s^rie. — 
Approximation linteire. — Döduction d'une nonvelle sirie plus simple. 

Art. V. Examen gtoeral des formes et des propriötös des lienx göometriqoes des 
dquations. 

Art. VI. Propridt^s correspondantes des ^ations et des lieox g^omilriques qa'elles 
repr^sootenL — Demonstration g^omätriqoe de la rögle des signes, employee 
par Fourrier poiir la Separation des radnes. 

Art. VIL Cboix de la qoantit^ arbitraire; — dätermination des radnes, lorsqoe toutes 
Celles de T^quation sont reelles. — Application i one äqoaUon dn 3"* degre. — 
Observation sor le tracö des lieox gomit^riqoes. 

ArtVUL Examen dn cas des racines Egales, et de celui des racines imaginaires on 
manqoantes. — Points singuliers simples et compos^s. Rdgle pour s'assurer si 
deux racines sont egales ou inegales ou imaginaires, quand le lieu göomätriqne 
de röqnation a on poini de maximum oo de roinimum, trös präs de Taxe des x. 

Art, IX. Convergence de la fonnulc. — Moyen de s'assorer du nombre de chiffres 
d^cimaox exacts, i chaque Operation. 

Art. X. Application k one öquation do 7"** degr6. 

Art XI. Emploi de la m^thode poor Textraction des racines d'un degr^ qaelconque. — 
Application. 
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Essai sor la resolotion des equations de tous les degres. 



lia resolution d'one equation peut s'entendre de deux manieres: 

l^ Ou Ton se propose de trouver rinconnae x d'une maniere gene- 
rale en foDctioD des coeflScieols de reqaation; — oa, 

2^ On se propose de determiner successiveraent chacune des racines 
de cette öqaation. 

La determinatioii des racines est loojours le bat final de la resolution 
d^nne eqaation , parconsequent la rechercbe de Texpression generale de Tin- 
connae en fonclion des coefficients, ne forme qoe la prämiere partie du pro- 
bUme propose, et la Solution finale doit pouvoir se d^dnire de cette ex- 
pression g^n^rale. 

£xaminon3 successivement ces deux parties dq^probldme, etproposons 
nous d'abord, de trouver Texpression generale de rinconoue x, d'une equation 
d'un degre quelconque m, en fonction des coefficients de cette ^uation. 

L'aquatioü gdo^ala du degrö m est: 

x- + Ja?--*4-Bar-^»+ +üür*+Lx + Ä = 

dans laquelle m est un nombre entier positif, et ou ^^ B, C, etc. ilf sont 
des nombres reeb, entiers ou fractionnaires, positifs ou negalifs. 

Si Ton suppose pour un moment que la quantitö ilf devienne variable 
et qu^on la disigne par ^^y, en la faisant passer dans le second merobre, 
on aura: 

a?- + Ja?— *-f Äa?--^+ +jKr^-j-Lx = y 

equation qui correspond a la proposee dans le cas oü la variable y devient 
egal ä — M. 

Le problöme se trouve donc ramene a trouver Texpression de la va- 
riable X en fonction de la variable y, expression que nous dösignerons d*une 
Qianiere generale par: 

X = ny). 

Si nous dösignons par: f{y)^ fXy\ ^^ l^^ derivees successives de 
f{y)% «t P*r- ir(y)üi r(y)ü» r'CyXi etc. ce que deviennent cette fonction 
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et ses derivees qaand on y fait x = 0, nous aaroDS en general par la s^rie 
de Maclaurin, Texpression 

^ = Ar)..+^y+^>^+^r'+ etc., 

dans laqoelle il s'agit de determiner les termes f{y\^ fiy'hy ^t^- 
Ponr cela reprenons reqaalion generale: 

nous anroDS en differentiant: 

(wj?— *-{-(iii— l)J[x--^+ 2iEa?+L)rfa? = dy, 

d^oü Ton tire: 

dx 1 

IJT — mjr'^*+(m— l)iljr--'+ 2Äx+L ^ 

et parcons^aent: 

^^^ "^ wx— *+(m — l)iljr^-'+ 2Äjr+L' 

Si Ton fait ponr abr^ger: 

JC = jr- + ilr"-*+ Lx-\-m, 

et qua Ton dösigne par JT^ JT'^ elc les dörivees saccessives de ce polynome, 
il est evident qoe Texpression ci-dessus deviendra: 

et qne par la diff§l*6ntiation on en lirera successivement 

-äyf — r^r)— jp»y 



Pour savoir maintenant ce qoe devienneni f(y) et ses derivees sac- 
cessives quand on y fait y = 0, reprenons Pdquation generale en x et en y;' 
et posons y y = 0^ nons aorons: 

(1.) a?"+JLr— »+ Kx'-\-Lx = 0, 

et, comme j? est factenr common, nous aurons söparöment: 

a? = 0, 
et: 

ar"-'-}-JLr'"-'-|- Kx-{-L = 0. 

26 • 
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La premiere de ces öqaatioDS doDne: 

et redail les quanliles X', X!', X"', etc. au terme independant de x. 

La seconde ^quation est, comme on voit, d'an degr^ moins eleve de 
Tunile, qae celui de requation donn^e, et H est evident qa^en nommant 
^f ßf Tß ^^^' les i/i— 1 racines de cetle öquation, il faadra saccessivement 
sabstituer ces racines an lieu de x, dans les polynomes X', X'\ X'", etc. 
et nous obtiendrons par la autani de valeurs correspondantes des qnantites: 

r(r)o, ny\. etc. 

De cette mani^re, on voit qne la rösoinlion de requation generale 
du degr^ m, depend de la resointion d*une antre equation, qni est aussi da 
degre tn, mais dont l^ine des racines est constamment 6gale i sero, et qai 
se r^dnit parconsöquent a nne equation d'nn degr^ i/i— 1; — nous nommerons 
auxiliaire requation (1.) donl depend la resointion de reqnation donnöe. 

Chacune des racines de Teqnation auxiliaire r^dnit a zöro la fonction y, 
et si nous designons en göneral Tune quelconque de ces racines par r, et par 

X^r)^ -^(r)^ X[r}^ etC, 

ce que deviennent X et ses derivöes quant on y substitue r au Ken de x, 
alors Texpression generale de :r en / deviendra: 

^ = "^-^Äl,, \ JJ, 1.2+ ^ 1.2.3 +*•«• 

el, comme dans le cas de Pequation donnee la vadable y de?ient ögale ^ —M, 
on aura: 

C^O X -r ^,^^ ^ ^^ j 2 j^ 1.2.3 + ^'^- 

pour i*expression generale de toutes les racines de T^ation du degre m. 

II est bon d*observer que Tune des racines (r) de requation auxiliaire 
elant tonjours egale a zero, on a directement Tune des racines de la pro- 
posee en faisant: r = dans Pexpression (2.); — les m— 1 racines restantea, 
dependront des m—i valeurs de r autres que zöro, et qui sont les racines 
d'une equation d'un degre m—i. 

On voit que Texpression de x est de la plus gründe göneralite possible^ 
puisqu'elle est independante de toute hypolbese, non seulement sur la valeur 
des coefficients, mais möme sur le degrö de röqualion proposee. — Sans donle» 
vu la gdnerälite du problöme, on ne pouvait pas s*attendre a une expressioO) 
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8oit fioie, 8oit plu explicite, mais on penl dis a pröseot considörer comme 
resolae la prämiere partie da probldme, aaaf i ramener Texpreasion ge- 
nerale (2.) 9o!t a one formale finie, seit a ane serie convergente et d*ane 
application facile i la ddlermioation nomöriqae des radaea. 

IL 

Avant de poosser plna loin ces rechereheS) et comme verification de 
la mötbode propos^e, faisons rapplication de Texpression generale (3.) 9 b la 
dötermination de Tinconnae dans r^quation gteerale da second degrö: 

Nons voyons d'abord qoe les polynomes X, X\ X, etc. deviennent 
dans ce cas particalier: 

X = x''\'Ax^B, 
X' = 2x-\-A, 
X'' = 2, 

X'^' = O9 aassi bleo qne toales lea dörivöes soivantes. 
De plos, röqnaUon anxiliaire est id 

a^'\-Ax «= 
qni donne: x=^0, et x-f ^ = 0, d*oä Ton tire x= — J. 

En mettani cea deax valears de x dans X^ et X'\ on anra: 
paar :rsdbO et poor x= — A, 

X'=+A jr=-^, 

Z" = +2 X'' = i-2. 

En mettant cea valenra dans Texpression gönörale (2.)) on anra: 

poar ^r = 
^ , 1 r 2 r" , 3.(2)* y» 3. 5.(2)' / , , 

^ = <>+XT-y-t2 +4^-0:3- 3^TÄT+^'^ 

et poor T = — A 
^ i r , 2 y* 3.(2)* r» , 3.5.(2)» y* 

Mais en observant qae le premier terme de la prämiere de ces ex-* 
pressions, qni est zero, pent 6tre remplace par: —^A'\-\A, et que le premier 
terme — il de la seconde pent dtre remplacö par —^A—^A, on verra 
qn^en faisant celte substilntion, le premier terme de chacnne des denx sdries 
sera --^A, et que tons les termes suivants dans les deax sMes sont öganx 
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un a an mais de signes contraires, parconaeqoent lea deox ralears de x 
pourront 6tre reaoies en ane seole expression qui sera: 

xÄA.SiÄ\^ y 2 / , 3.(2)« y« \ 

et qui deviendra Texpression des racines de r^qaation donnee, qaand od y 
fera y = — B; — faisaot celle sabsUtotion et reduisant, il vient: 

t A^\t A ^ B* 211» SB* \ 

Mais avec an peu d'attention on voit qae la qoanKlÄ comprise eoMr? 
parentheses n^est aatre chose qua le developpement en serie du radical: 

parconseqnent Texpression troovöe se rednit a: 

qui est Texpression connne des racines de l^öquation da second degrö. 

An moyen da developpement (2.) on poarrait facilement döduire les 
series genörales qoi exprimeraient les racines de reqoation du 3"* degr6, pois 
de Celles du 4""* da 5*^, et ainsi de saile, comme noas Tavons fait ponr 
röqaation da 2'' degre; mais, poar qae ces series puissent servir a la diter- 
mination numeriqae des racinea, il faot necessairemeot qae Ton parvienne & 
remplir Tane des deox condilions soivantes: 

l^ II faul qae les aöries soyent, ou palssent 4tre rendos conver- 
gentes; — ou bien: 

2''. II faot qo^elles poissent se transformer, comme poor ie second 
degre, en formuies finies, algebriques, qui donneraient les racines de la pro- 
posee par on nombre fini d'operalions arithmötiques. 

Mais OB comprendra facilement, que Toperation de ramener a one ex- 
pression finie les developpements des racines dea ^uations, d'on degre sopörieor 
au second, ne serait tout au plus possible que poor les equations da 3"^ et 
peot 6tre poor Celles da 4*°*" degre (ce qui est möme fort dooteox), mais 
que cette transformation deviendrait entierement impossible poor les degrös 
soperiears. — D'ailleors, en admetlant m6me la possibilite de cette transfor- 
mation poor toas les degres de rechelle infinie des nombres, il faodrait dödoire 
aatant de formales differentes qo'il y a de nombres, c'est a dire one infinite, 
et parconseqnent la qoestion ne serait Jamals resolne. 
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De mdme, si Ton cherche a rendre coovergent le döveloppement des 
racines d^one eqaation d'on degre delermine, par exerople da 3"^, il faadra 
de noavelles recherches pour le 4**% pois pour le cinquieme, et ainsi de suite 
ä Tinfini. 

II est doDC inatile de s'öccaper de recherches sembiables, et les efforts 
dePanalyse doiveot tendre: seit a rendre convergenle Texpression generale (2.)) 
soft a döconvrir une antra serie convergente, indöpendemment de tonte hypo- 
these sur le degre de T^quation. — C'est ce qne je vais tAcher de faire dans 
les articies snivants. 

yexpression (2.) donne la racine de requation an moyen d'une snite 
infinie de termes, formes des coefficients de reqnation et de Tnne des racines 
de requation anxiliaire; chacun des termes a parlir dn second est multiplie 
par Tnne des puissances snccessives de M, et divise par Pnne des pnissances 
snccessives impaires de Jf^V), de maniere qne le second terme a ponr factenr: 

-jT-, le troisieme: -=rj le qnatrieme: -=5-, etc., d*ou Ton voll qne Tune 

des premieres conditions de la convergence serait qne: X[r) fttt plus grand 
qne M, abstraction faite dn signe de ces quantites; — or, cette condition ne 
sanrait ^videmment ötre remplie qn^accidentellement, pnisqne M est nn nombre 
donnö qu'on ne sanrait changer, et que JT/^) est nne qnantite qni dopend de 
la racine r de requation anxiliaire, snpposee connne. — Mais nons allons 
voir qu^on pent facilement deduire un antra serie de forme semblable, et qni 
jottit de la proprietö de ponvoir dtre rendne anssi convergente qn'on vondra. 

Pour cela reprenons requation donnee, et snpposons qne le second 
membre de cette eqnatioQ an lien d'dtre s^ro, seit nne variable y, nons anrons : 

(3.) ari-Aaf'-'i-Bar-^^ ^Ka^^Lx^M = y. 

Cette equation est celle d'oDe courbe dont x est Tabscisse et y Tor- 
donnee, et les racines de reqnation proposee correspondront an cas de y = 0, 
c'est a dire seront les abscissea des points on la conrbe eonpe ou tonche 
Taxe des abscisses. 

Seit a nne qnantitö arbitraire qnelcooqne prise ponr abscisse de la 
conrbe, et d Tordonnee correspondaote, on anra: 
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en retranchant eette öqoation de r^qnatioo (S.)) on aara: 

(4.) a?-+Jar*^-j- +Ka?' + La?+M 

Si noas posoos: y — d = z, noas pourrons considerer z eomme nne 
noavelle variable, tandis qoe a conserveta aoe valear constaDle, et ooaa 
auroDS d'apröa la sine de Maclaurin: 

X = A*)u+rwoT+n*)«o+r(*)o5^+ 

döveloppement dans leqael il a^a^t de döterminer la foDClion f[z) et ses 
derivees daos le cas oü Ton y fait s = 0. 

Si Ton diffirentie requation (4.) en mettant dans le second membre 
z an lleo de y — d» on aora: 

,na?--»+(m-l)Ja?— *+ %Kx^h « A, 

DU bien 

jr' = ^, d'ou.ronüre: ^=r(«.) = ^ 



9 



et sQGcesaivement: 

r(«)=-^, rw=+ ^^^*^f^"^ 

Ponr savoir ce qne deviennent ees derivees et la fonction primitive 
f{z) qnand on y fait 8rs=0, il fant Egaler k siro le second membre de 
r^qnation (4.) d'ou Ton tire: 

et 

ütr\Ax^-^\ ••••• \Lx\M-{!ar\Aa^-^\ \La\Mi) = 0. 

Cette derniere eqaation peat se meilre soas la forme: 

(Ö-) a?"»-.a'" + ^(:r"-*-a'^^)-f . f-l#(a? — «) ^ 0, 

cette eqnation ötant evidemment divisible par x — a^ il s'ensnit qae neos anrons 
x^=^a, poar Tone des valears de: xx=sLf{z\^ 

et les autres m— 1 valears seront les m—\ radnes de T^ation qni rösol-- 
tera de la division de r^nation (5.) psr: x — o. 

L^öqnation (5.) est Evidemment T^ation aoxiBaire de la proposöe, 
il y a seulement cette diffi^rence entre requation (1.) et celle*ci) qne dans 
la prämiere, Tane des racines est constamment ögale a söro, tandis qne dans 
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la derniere Tane des racines est conslamment egale ä la quantite arbilraire a. — 
Nous verrons qoe rintroduction de cetto quantite arbitraire dispense de la 
rechercbe des m — 1 racines restantes de requalion auxiliaire. 

Mettanl donc a au lieu de f{z)u^ et designant par X[^^^ ^0)9 ^'c. 
les deriv^es du polynome X quand 00 y fait x=:a^ noas aurons: 



X = a 






K^ * Aj, 2 3 « ^^^ 1.2.3 

pour Texpression de x en fonction de la variable z et de la quantite arbi- 
traire a; — mais, comme x devient une des racines de la proposee cbaqne 
fois que Tordonäee y devient z^ro, il s'ensuit que pour avoir Texpression 
de la racine il faut faire y = dans Tequation « = y — d, ou snbstituer 
— ddiZ dans le developpement ci*dessus; — enfin, comme d n^est autre 
chose que Tordonnee de la courbe au point dont Pabscisse est a, et qu^on 
obtient la valeur de celte ordonnee en mettant a au lieu de x dans le poly- 
nome X, on voit que z doit dlre remplaci par — X^^^^ et Ton aura enfin: 

J^O.J X — tt — j—————^ _- _ 

(a) - ^(,) '^•^ ^(«) 

pour Texpression generale de Tune des racines d'une equation d'un degre 
quelconque m, en fonction d'une quantite enlierement arbitraire a. 

Le developpement (2.) prec^demment trouve^ avait tous ses terroes 
determines par les racines de requation auxiliaire (1.); — dans le nouveau 
developpement (6.) la quantite a dont les termes d^pendent, etant arbitraire, 
represente non seulement toutes les racines de Tequation auxiliaire, mais tel 
nombre qu^on voodra, et peot parconsequent £tre choisie a volonte de la 
maniere la plus convenable au but que Ton se propose, et, nous verrons 
dans les articles suivants. que c'est du choix de cette quantite que depend la 
repidil^ du caicul des racines de requation proposee. 

IV. 

Yoyons Je parti qn'on peut tirer du developpement (6.)) ponr obtenir 
la racine de requation avec tel degre d'iapproximation qu'on voudra. 

Pour cela, considerons une poriion CIC fig. 1 (^) de la courbe 
qui reprösente Tequation donnee, vers Tun des points, I, on cette courbe 
conpe Taxe des x, c^est a dire vers un des poinls pour lesquels la variable 
X devient une des racines Ol de requation proposee, et supposons que la 
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quantite a qui est arbitraire« et qui forme le premier terme de la s^rie (ß.% soit 
iDoindre que PabsGisse Ol, ou qiie la racine, et egale a nne abscisse Om; — 
aupposoDs de plos qu'entre n et / la coQrbe ne presente aucan point singulier. 

Si Ton ileve une perpendiculaire a Taxe des x, au point m, extrömite 
de Tabscisse a; la partie mn de cette perpendiculaire intercepte^ par Taxe 
et la courbe, sera Tordonnee de cette derniere et son expression analytiqae 
est wX^a)? — ensaite, si par le point n on mene a la coorbe la toachanle li', 
cette touchante coupera Taxe des x en nn point t', et la distance mi' sera 
la soustangente de la courbe pour le point dont ee est Tabscisse; — mais, 
paisque Xl^^ represente la tangente trigonometriqne de Tangie que la toa- 

chante llf fait avec Taxe des x, Fexpression de la soustangente sera -7^9 

ce qui est justement le second terme du developpement (6.) deduit a Tarticle 
precedent. 

II faut observer que dans ia position de la courbe Indiqud^e dans la 
fig. 1 (.dl) Tordonnee X^„^ est positive, et la quantite X[„^ est negative, 
c'est pourquoi le second terme de la serie (6.) dans ce cas particulier devra 
prendre le signe -f-, de maniere que, comme on le voit dans la figure, la 
premiere partie de Tapproximation de la racine chercbee Ol, sera Orn-j-mt' 

ou ^-{--VT^^ c'est a dire la somme de la quantite arbitraire a et de la sous« 

tangente. 

Si la courbe etait situee de la maniere qu'on voit dans (0) fig. 1, 
alors Tordpunee mn ou X^„y serait negative, et la quantite Xl„y serait au 
contraire positive^ parconsequent dans ce cas lä, le second terme de la 
Serie (6.) prendra encore le signe positif. 

Si la courbe^ au Heu de tourner sa convexite vers Torigine des coor- 
donnees comme en QA) et (B), tournait au contraire sa concavite vers ce 

point, comme on le voit en (C) et en (D) fig. 1, alors le terme -^7^ 

serait aussi positif, puisque Tordonnee et la tangente trigonometrique de Tangle 
que la touchante avec Paxe des x, sont de signes contraires, mais la sous- 
tangente depasserait le point dMntersection I de la courbe^ avec Taxe, et 
parconsequent: la somme des deux premiers termes du developpement, sur- 
passera la racine, landis que dans les deux cas examines precedemment, la 
somme des deux premiers termes etait moindre que la racine. 
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Dans les quatre cas que oous venons d'examiner, Tabscisse om ou a 
etait sapposee moindre que la racine cherchee. Si au contraire cette abscisse 
etait plus grande comme en (J')i C^'), (C) et (/>') (fig. 1) il est faeiie 
de voir que pour les cas (^') et (iS') ia premiere approxiroatioD dounerait pour 
la somme des deux I^'* termes du developpement une quantite Om — mt'=Ot', 
moindre que ia racine Ol, landis que dans les cas (C) et (/^') on aurait 
Om — rnf = Ol' plus grand que la racine cherchee. 

Dans Tun comme däns Tautre cas, le reste du developpement exprime 
la differenoe entre la racine cherchee, et la somme algebrique des deax premiers 
termes de ce developpement. 

On voit, que si la quantite a dont on est parti n'est pas beaucoup 
diflferente de la racine, la somme algebrique des deux premiers termes de la 
Serie donnera toujours une valeur qui differera encore moins de la racine 
que la quantite a eile mdme ; — d'apres cela, au lieu de chercher a constroire 
ou ä caiculer les termes suivants de ia serie, il est beaucoup plus simple, de 

prendre la somme algebrique des deux premiers termes: a±-j^ pour une 

nouvelle quantite arbitraire que nous nommerons a', et qui mise dans Tex- 
pression (ß.^ donne: 

^ „» ^(aO ^(flrO^(aO 

Mais, en nous arrötant au second terme, et posant: 

nous poqrrons former une nouvelle Serie en prenant pour quanMte arbitraire 
la quantite a!' plus approchee de la racine que a', et nous aurons: 

et ainsi de snite; — enfin remplaQant a!' par sa valeur en a\ et a! par sa 
valeur ^n a, nous aurons le nouveau developpement: 

^7 ^ ^ ^ ^(tf) ^(«0 ^(g*0 _ ^(<^0 

K*'j ^ — « — "Ff Yf *•' X' 



yf X' X'' X' 

-*(o) -^(aO ^(«'0 ^<«"0 



'^(a) ^{mO 



dont la convergence est evidente, puisque les termes J°^ , Ar» , 

ne sont autre chose que les soustangentes de la courbe, en des points, dont 
les abscisses est ees soustangentes poar difförences. 

27» 
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it faut ici faire deux observalions importantes. 

V. Qaand Textrömite de Tabscisse a se troave sitaee du cöte vera 
leqael la coarbe tourne sa concavite) alors, la premiere approxiroalion fait 
passer la quantite a' qui en resaUe, de Tautre cöt6 da point d'intersection 
de la courbe avec Taxe des abscisses, et fait parconsöqaent rentrer ce cas, 
des la premiere approximation , dans celai oä le point de depart est du cöte 
de la convexile; et^ poar ce dernier cas, ü est Evident que chaqne nouvelle 
approximation s'approchera de la racine, sans la depasser jamais^ soit qne a 
soit plus grand, soit qu'il soit moindre que la racine. 

2^ Quand le point de depart, ou Textrömite de l'abscisse a, est situe 
du cöte de la convexite de la courbe, quelque grande que soit la difference 
entre la racine, et a, s'il ne se trouve d'aillenrs aocun point singulier sur la 
portion de courbe correspondante a ces deux points^ on approchera de la 
racine assez rapidement, et chaque nouvelle valenr apprbcbee a^"^ sera com-* 
prise entre la valeur approchee precedente aS""^^, et la racine. 

Si entre Textrömile de Tabscisse arbitraire a, et la racine, la portion 
correspondante de la courbe presentait un point singulier, il pourrait arriver 
que la quantite ^a)9 ^^ ^^^^^ ^^^ suivantes ^«o^ ^(o^o^ ®'^* devienne ziro, 
ce qui rendait le resultat infini, et parcons^quent ne ferait pas connaltre la 
racine. — On voit donc, qu'avant draller plus loin, et pour 6lre guide dans 
le choix de la quantite arbitraire a, qui doit servir de point de depart an 
caicui de cbaque racine, il est indispensable d^etudier les formes et les pro- 
prietös de la courbe qui correspond a une ^quation d'un degre quelconque m, 
et les phenomenes de courbure qu'elle peut presenter. — Ost ce que nous 
allons faire dans les articles suivants. 

V. 

Commenfons donc par examiner les propri^tes et les formes generales 
des courbes qui correspondent ä requation generale: 

J:= a:'^-fiia?--^+ i?x'"-H- •••••+ ^^H^^ + ^ = r- 
1^ Nous voyons d'abord que si Ton fait crottre Tabscisse x par de- 

gres insensibles depuis — ^ jusqu'a -f-^, les valeurs correspondantes de y 

seront toutes reelles, et parconsequent la courbe est continue depuis .r = — ^ 

Jnsqu'a x = -f ^. 

2^ L'^nalion donnant directement la valeur de Tordonnee y, au 

1«' degre 9 il ne sanrait parcons^ent y avoir plus d^ane valeur de y, pour 
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une seale el.mdme valeur de x; — ainsi, la coarbe n^aura pas de parlies 
rentrantes dans le sens des x, c'est a dire telles que x diminue apres avoir 
augment^, car si cela ötail, il y aarait des ordonnees qoi cooporaient la coarbe 
en deax points^ oa plos, et alors y aorait plus d'one valenr correspondante 
a la iDöme abscisse, ce qui ne peut dtre. 

3^ La coarbe en aacao de ses points ne peat avoir de tangente 
perpendicalaire a Taxe des x, hormis aax points extremes dont les abscisses 
sont -fi e' — i- 

En effet, en differentiant requation generale ci-dessus, on trouve: 

^ = mar--^ + (m — l)Jj?--^+ 2Kx^L 

poor Texpression de la tangente trigonometrique de Tangle qae la toachante 

a la coarbe fait avec Taxe des x, et puisqne m est an nombre entier positif, 

dv 
il s^ensait qoe Texpression de -^ ne peut devenir infinie pour aacun antre 

point, que pour ceax poar lesquels on a x=z+{g. 

4^ La courbe ne peut avoir aucun point de rebroussement, car d^abord, 
si la coarbe avait an point de rebroussement dont la tangente fut indinee 
oa parallele a Taxe des x, il y aarait n^cessairement des ordonnees qui coa- 
peraient la coarbe en deax points, ce qui ne se peut vu la forme derequation; — 
secondement il ne peut y avoir de point de rebroussement dont la tangente 
seit perpendjcolaire a Taxe des x, puisque nous venons de prouver qae la 
coarbe ne peut avoir de tangentes de cette direction. 

ö^ Enfin, la coarbe ne peut avoir de points multiples , puisque en 

dy 
de tels points, la courbe a deux tangentes, et il faudrait que -^ puisse avoir 

deux vateurs diff(§rentes, pour une seale et möme valeur de x, ce qui est 
evidemment impossible. 

II resulte de cela qae la coarbe ne saurait avoir d'autres points sin- 
guliers, que des points d'inflexion dont la tangente est inclinee oa parallele 
a Taxe des x, mais jamais perpendicalaire, et, des points de maximum oo 
de minimum. 

Apres avoir ainsi examinö d'une maniere generale les courbes qui 
correspondent a une equatioo d*un degre quelconque, examinons la difference 
caracleristique de celles, qoi representent les 6qaations des degrös impmrs 
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de Techelle des nombres, avec celies qiii correspondent aux equations des 
degres pairs. 

Soit d'abord: f/i = 2fi-f 1? c'est a dire un nombre impair quelconque: — 
il est evident qu'en faisant: x = ^^ on aara aussi: y= — ^^ ce qui prouve 
que ia courbe a une branche descendente qai se prolonge a Tinfini dans la 
region des { — X, — Y) dösignant par la, la portion du tableau comprise entre 
les axes des x el celui des y negatifs. — Mais si Ton suppose au confraire 
que X devienne egal ä -{-^, on voit que y devient aussi egal a -f i^ ^^ 
qui prouve que Tautre branche de ia courbe est asceadanle et s'etend a Tin- 
fini aussi, dans la region {■\'X,'\-Y). 

La courbe, correspondant a une equalion du degre 2n-{~l, doit couper 
Taxe des x en 2n-fl points, si Ton suppose que toutes les racines de 
Tequation soni reelles et inegales; — parconsequent il faut que cette courbe 
ait n points de maximum,. el n points de minimum, comme on le voit dans 
la fig. 2 , qui represente la forme generale d'nne courbe correspondanle ä une 
equation du T"""" degre pour laquelle on aurait n = 3, et dont toutes les ra- 
cines seraient reelles et inegales. 

Cette courbe a comme on voit trois points de maximum : m, fn!\ f/i'^> 
et trois points de minimum : tn!, tn'^\ tn^, entre la branche descendante pD 
et Ia branche ascendante p^^A, et il est evident quMl ne saurait y en avoir 
davantage, car alors Taxe des x pourrait couper Ia courbe en plus de 7 
points, ce qui est impossible, poisque Tequation n'a que 7 racines. 

II doit dtre bien entendn, que puisque Ton peut donner une infinite 
de valeurs differents aux coefficients d'une mdme equation, les sinuosites pmp\ 
p'm*p", etc. peuvent aussi varier d^une infinite de manieres difi^örentes, et 
devenir, soit separement, soit simultanement, extrömement grandes on extrd* 
mement petites, egales ou inegales, et mdme nnlles; — il peut arriver aoasi 
que quelques unes^ des sinuosites au lieu de couper Taxe des x, ne fassent 
que le toucher, ou möme s'en approcheut sans le couper ni le toucber, et 
nous examinerons plus tard ces cas divers ; — mais, aucune de ces sinuosites 
ne peut devenir infinie, puisque les coefficients de P^quation sont toujoors 
des nombres finis. 

J'avertis d'ailleurs, que dans ce qui precede comme dans ce qni va 
suivre, nous supposerons que les racines de T^quatioa sont toutes reelles et 
inegales, et que nous verrons plus tard de quelle mantere la courbe caract6rise 
les aulres cas. 
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Snppposons mainteoant que l*eqiiation soit d^un degre pair, ui = 2ii; 
en faisant: soil x= — ^, soit jr==-|-^, on trouve y = +ii — ^*^* ^' 
soit qne la coarbe a deax branches ascendentes, Tone dans la region (-{-X, ■}- Y) 
Gomme la courbe qoi represente requation d'an degre impair, Tautre dans la 
rögiOD des ( — X, -f Y) et qui remplace la branche descendente de la coarbe 
du degrö impair. 

Cette courbe devant cooper Taxe des x en un nombre de poInts qui 
ne pent depasser 2n, doit avoir entre ses deux branches ascendenles on 
nombre n de poinls de minimum, et n — 1 points de maximum, comme on 
peut le voir a la fig. 3 qui represente une dquation du 8""^ degre, pour 
laqoelle ft = 4; — tout ce que. nous avons dit ci-dessus au sujet des va- 
riations que peuvent eprouver les sinuosites de la courbe d^on degre impair, 
convient egalement aux courbes des equations des degres pairs. 

Ainsi, les courbes des equations des degres pairs, auront constamment 
deux branches ascendantes, qui s'^tendront vers -f i ^^ ^^^^ — i^ ^^ '^^ 
courbes de degres impairs auront constamment une seule branche ascendante 
qui s^^tendra du cöte des x positif^ jusqu'a -fi^ ^t une branche descendante 
qui s'etendra aussi josqu'ä — ^ du cöte des x negatifs. 

VI. 

Apres avoir examine les formes generales et le genre de courbure 
qu'affectent les courbes correspondantes aux equations de tous les degres, 
tant pairs quimpairs, il est necessaire de faire connattre d'autres proprietes 
generales des equations et des courbes correspondantes, sans lesquelles ruliiite 
de la formale (7.) deviendrait illusoire. 

En effet, nous avons vu que la formale (7.) donne nn resultat con- 
vergent, pourvu qo^entre Textrömite de Tabscisse arbitraire (a) qoi sert de 
base ä la serie, et le point correspondant a la racine cherchee, il n*y ait 
aueun point singulier: — or, poisque la racine cherchee est inconnue, on ne 
peut jager a priori si la quantite (a) satisfait ou non a cette condilion, et, 
comme requation a un nombre m de racines, et qu'ii faudra pour les d^ler- 
miner faire sur la vaieur de (a) an pareil nombre d'hypotheses differentes, 
rincertilude de la condition se repettera chaque fois. — II peut arriver encore, 
que deux, et möme plusieurs des hypotheses que Ton pourrait faire sur a, 
conduisent a la mdme racine de Tequation, et enfin, si par hazard la vaieur 
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altribuee a a etait celle de Tabscisse d'an point de maximum ou de minimum, 
la Serie deviendrait infinie et ne donnerait ancune raoine. 

On voit donc qu'il est indispensable d'avoir une regle pour guider 
dans le choix des valeurs qu'il faul attribuer ä la qoantile arbilraire a, afin 
d'ötre sor que chacune de ces valeurs donnere necessairement Tune des 
differentes racines de requation; — en d'autres termes, il faut decouvrir une 
regle par laquelle on pnisse assigner les limites entre lesquelles il faot choisir 
les valeurs de (ce), pour que chacune de ces valeurs donne la racine cor- 
respondante, au moyen de la formule (7.). 

Pour ceia examinons d'une maniere generale les relation? qni existent 
entre requation donnee: 

JC=x'"-f Jj?-'*4. Kx^-\^Lx^M = y 

et toutes les derivees de cette öquatioU) ou plütöt entre toutes les courbes 
que ces equations representent. 

Ces equations derivees sont: 
X' = r/ix'--' -j- (r/1 -1) Jx-^-' + . • • • . 2Kx + iL == /, 

etc. etc. jusqu^a la derniere qui est 

J:- = mim — l)(»i — 2)(f/i — 3) (m - {tn — 2)) («n — (tu —1)) = y- 

= Constante. 

(La quantite m dont X"^ et y"^ sont affectees, n'esl que Tindice du rang de 
la derivee et non une puissance.) II est bien evident que la derniere derivöe 
X"^, etant independanle de la variable x , sera toojours positive, qnel que 
seit la valeur de x, depuis a7=— ^ jusqu'a jp=r-|-^. — Mais, il n'en est 
pas de mdme des aulres derivees 

X^'^'''\ X}\ X'\ X'\ JT" et de Tequation primitive X, 

qui peuvent ötre tanlöt posilives, tanlöt negatives, seien la valeur attribuee a x. 
Si Ton fait dans les fonctions ci*dessus x t= — ^ , il est Evident que 
toutes Celles^ oü la puissance la plus elevee de x sera un nombre pair^ pren* 
dront le signe \ , tandis que toutes les autres prendront le signe — . Si Ton 
fait au contraire j7 = -f ^, toutes les fonctions auront le signe \^ quel que 
seit le degre de la fonction. — Ainsi en ^crivant toutes ces fonctions en 
commenpant par la derniere qui est independanle de x, et dont le signe est 
toujours positif, nous aureus, en marquant au dessous de chaque fonction le 
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signe qn^elle prendra, les deoz si^ites: 

Jr-,X— S JT, X^X',X et X 

/+ — + "• + "" -j- pour 07= — ^ si le degri 

f^^ ) de X est pair, 

1+ — — 4" ~4" "" P^""^ x= —^ 81 le degre 

l de X est impmr, 

et 

(2.) + + . • . . . -f ^ -}■ + + P^**** ^ = + i T^el qoe seit 

le degre de x. 

Noas appellerons Variation, oo cbangement de sigoe, la aaceeasion 
dana oette anite de deox eignes differenls, et permanence, la successioo de 
deoz signes semblables: — on voit qoe la saiie soperieore o^a qoe des va- 
riathns, taodis qoe la soite införieore n*a qoe des permanenees de signe, 
il soit donc de la, qoe daos le passage de la variable x, de la valeor — ^ 
a la Taleor -{• ^, la snite des fonctions X, JT, etc. perd aotant de variations 
de aigoes, qoe r^qoalion do degrö m a de racines. 

Neos alloDS proover de plus, qoe la soite des foDcUons ci-dessos ne 
perd pas tootes ses variatioos de signes & la fois, mais qo^elle n*en perd 
qo^one seole, chaqoe fois, qoe la variable x, en croissant continoellement 
depois — ^ josqo^i -fi« ^^nt a atteiadre et a depasser one des racines de 
la proposie. 

Poor oela, sopposons qoe Ton oonstmise les coorbes correspondaotes 
iTiqoatlon donnie et a tootes ses dörivies, en reprösentant leors ordonnöes 
par y, y, y, etc, neos aorons: 

x^y, 2r'=/, x"=y', jr-=r- 

Sopposons aossi, qo'ao lieo de conslroire ces coorbes sor le mdme axe, on les 
rapporte cornme dans la (fig. 4), a des axes paralleles entre eox^ (— X^-fX) 
povr la coorbe correspondante ä röqoation primitive X=yf (— X^-j-X^ 
ponr la coorbe correspondante a la premiere diriv^e X^^^y, et ainsl de 
soite, en conservant d^aillears le möme axe des ordonnees (-f Y, — Y) poor 
tootes ces courbes; — cela pose, examinons les variations de signes qoe 
sobiront les ordonnöes y, y, y, etc. de ces diverses coorbes, lorsqo^on fern 
varier Tabscisse commone x. 

En examinant les coorbes de la (fig. 4) , on voit qoe les points dMnter- 
sectioB de Taxe avec Pune des^ coorbes intermödiaires , correspondent aox 

Cff«lle*s ioornai f.d. M. Bd. XLIX. HoftS. 28 
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points de maxiinaoi on de miniiDam de la courbe pr^cAdente oq immMiatemettt 
supörieare, et qae les pointe de maximam et de minimDm de cette conrbe 
correspondent aox points d'inflexion de la pröcidente^ et aoz points d^inter-* 
section de la suivanle aveo Taxe, et ainsi de soite. — De la d^abord nne 
premiere conseqaence: o*esl qne la premiere racine Op de la premiere conrbe, 
da cAtÄ de» x nögalifs, döpasse nicessairement de ce rodme cAlö la premiere 
radne de la seconde conrbe, et parconsiquent les premieres racioes de tontes 
les courbes snivantes on derivees; — et de rndme, la derniere racine Op^^ 
de la premiire conrbe, dn cAtö des x positifs, döpasse dn ni6me e6l6 tontes 
les dernieres racines des eonrbes d^riyies. -* U est.dono övident qae si par 
an point a, dont Tabscisse Oa dipasse da cAtö negatif la premüre racine Op 
da la premiere conrbe, on mene nae perpendiculaire a Taxe des x^ eette 
perpendicnlaire prolongee indöfiniment ne conpera qne la Jirancbe gancba de 
cbaqne coarue, k commencer par la premiere, qnel qne seit le degri de 
r^qnation, et comme les conrbea sont alteroativement de degris pairs et im- 
pairs, il s*ensoit qne les ordonn^es des eonrbes snccessives, ponr le poiat q^ 
seront altemativement: n^atives et ponüves, A comme dans la (fignre 4), 
la premiere conrbe est de degrö impair, et an contraire pa$iti0es et nSgalwee, 
si la premiere conrbe est de degre pmr. — De mdme si Ton prend ponr 
abscisse dn cAtö des x positifs nne qnanlite Oß, qni dipasse la derniöre racine 
de la premiere iqnation, on voit qne les ordonnies de tontes les eonrbes 
correspondanles an point ß^ seront tontes positives^ pnisqne la perpendicnlaire 
indifinie menöe par ce point ne pent conper qne les branches droites de tontes 
les eonrbes, qni sont tontes ascendantes. 

Comme les points a el ß penvent ötre anssi pres qn'on Tondra des 
points p et p^^ qni dölerminent les denz racines extremes de röquation, il 
s'ensnil qne ces denx radnes Op et Op^, sont denx limites telles : qne tonte 
valenr de x prise en dega de la premiere, donnere ponr X et ses dörivtes 
antant de Tariations de signes, qne Teqnation donnie X=0 a de racines, 
et, qne tonte valenr de x qni snrpassera la seconde Kmite, ne donnern ponr 
X et ses d6rlv6es qne des permanences de signe; — parconsiqnent, on Toit 
qne la plns grande et la pIns pefHe racine d*mie öqoation, ou ce qni refieot 
an mdme: qne la plns grande radne positive et la plns grande racine n^tfva, 
sont denx limites, entre lesqnelles les valenrs de la variable x dohrent Mre 
comprises ponr faire varler la suite des signes de la fbnction X et de tontes 
ses ddrivies; — en d*autres termes, tonte valenr de x qni ne seratt pas 
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eomprise entre ces Üniites itant mise dans la fonotion X et sea derivies, ne 
peat donner qua deux aaites de aignea, savoir: Tone qui n*anra qae des 
variationa de aigiie, A x est moindre qae ia pios petite limite, et Taatre, qoe 
des permanenees de signe, si x sorpasse la plos grande iimite. 

Neos avoDS vu qoe la prämiere racine Ojp de rdqualion X=^0^ oa 
ee qoi eat ia möoie ebose, qoe rabscisse Op do preoiier pciot d^ioteraection 
de la prämiere coorbe JE = y avec Taxe des x, depassait do cötö gaocbe 
tootes les premieres racines des eqoatioos diri?des X*=zQ^ X^'ssO, etc. 
00 toos les Premiers points d'lnterseclioo des coorbes d^rivees avec leors 
axes respeclifs, et qoe poor toot point a sito6 en de^a do points ^ od a la 
soite de signes: 

Xm V*!»— 1 TTVf T^99 TTff y# -y 

dont le demier k droite^ c^est a dire celoi qoi correspond k la prämiere 
eoorbe est nigatif, poisqoe la prämiere coorbe dans la figore (4) reprösente 
one Ration de degre impair. — Mais on Toit qoe si le point a en s'avanQant 
de gaocbe a droite venait a atteindre le point p, on aorait en ce point 
X=y=0, poisqoe Tabscisse Op est la premiire racine de Teqoation donnee, 
et qoe si le point coolinoait a s'avancer josqo'en a* dont Tabscisse est moindre 
qoe Op, la fonclion X cbaogerait de signe, poisqoe Tordonnie de la prämiere 
coorbe ao point a' est positive; — ainsi la soite des sigoes ci-dessos se 
cbaogerait en: 

Ym iTifr-i T^v y/ff "Yn yf y 

j^ — •....— ^ — ^ J^ pour le point «'. 

Et comme le point a' peot ötre aossi pres qo^on voodra do point p^ il s*en 
soit qoe Ia soite des signes, qoi avait aotant de variations qoe r^qoation 
donnie a de racines, a perdo one Variation et gagn6 one permanence de 
signe, aossitöt qoe la variable a depassö la prämiere racine. 

II est bien Evident que, tant qoe le point d en continoant de s^avancer 
vers la droite n*aora pas döpass^ la premiere racine q de la seconde coorbe, 
il D*y aora aocon changement dans la soite des signea qoe neos venons de 
troover poor le point c! ; mais poor savoir ce qoe devient oette soite qoand 
le point vi aora ddpassö la racine q et sera en a^^ considirons separöment 
lea denx soites de signes poor ces deox points, et relativement i r^qoation 
X' = 00 a Ia premiere derivee seolement, noos aorons: 

28» 
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Xm 'Tm^i T^ Y^ Y" Tf 

-f- — — 4" "" + p^'*' *• p®*^* ^/ 

+ — — + — ■— pour le poiot «", 

paisque 1« variable x, an passant de a^ k o'^ a dipasa^ la premlere raciiie 
de Jir'=0; — er en ajoutant k eei denx aoltes, du eötö droits le aigne de 
rordonnöe de la premiöre coorbe poor diacan de cea pointa, qoi eal -f^ 
OB aora: 

Ym TTm^x JT'' y' Y^ T' Y 

J^ f Jm» $ • • • • • J^ j ^IL ^ .üL j JSL ß ^tM, 

-|- — — + — ~+ V^^^ ^® pota* ^"^ 

Ce qui fait voir qae mörne aprta avoir dipassd la prämiere racine de la 
seconde coorbe, le nombre des variationa et celoi des pemanencea de aigne 
n^a paa cbangi, aenlement la permanence a cbang^ de place dana la anite des 
signes, pnisque la permanence de la anite snp^rienre -f "fi ^*^^ chang6e en 
nne yarialion — {-9 et qne la Variation — f- s^est changöe en nne per- 
manence . 

Enfin, en considörant la prämiere racine de la troisleme conrbe, on 
de la seconde deriv^e JT^s^O, on voil qu'en faisant passer la variable x 
d'nn e6l6 k Tantre dn point r, on de a'' en a"', on anra en considirant 
seulement les snites des signes k partir de la troisieme conrbe^ 

X'^ß X^'\ X'\ X^ X" 

+ — — + — ponr le point a'\ 

+ — — + + P^*""^ '^ po'o* «"'• 

Mais en ajontant a droite de ces denx snites les signes des ordonnöes y et y-ß 
ponr ces denx points, qni sont tont denx — ponr y et tont denx -f ponr y^ 
on anra: 

Ym VW- 1 yiv yw yw Vf Y 

J3L f ^^ ß • • • • • .iOL ß Xk. ß ^]L ß ^IL ß ^%. 

+ — — + — — + pour o", 

\ — — \ \ — 4" p®*"^ ^^*9 

d*oü Ton voit, qne m6me en döpassant la prämiere racine de la troisiime 
coorbe, le nombre des variations et des permanences dans la anite des signea 

n^a pas cbange, seolement la permanence qai etait an second rang, k 

pass6 aa trolsiime on Ton tronve one permanence W dans la snite qni 
correspond an point a''^ 
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Or, le point a^' peot Mre prb anssi pris qa^on voadra do poinl p\ 
qni indiqae h seeonde racina de röqaatioB de la prämiere coarbe, ainsi, en 
rteoBiant eette analyse on voit qae: 

l^ La saite des signes des fonctions X, X!, etc. perd one yariation 
et gagne one permanence de signe, des qae la vaienr attribnöe a d? a dipassi 
la prämiere racine de r^quation, et qae: 

2^ Le nombre total des variations, et le nombre total des permanences 
restent les mömes, tant qae x ne sort pas de riDtervalle pp^ de la prämiere 
racine a la seoonde. 

Cela proavö, il est övident qa^aassitöt qae la variable x aora dipass^ 
la seconde racine Op' de la premiire dqaation, oa qoe le point a!^ se sera 
avancö Jnsqa*en a'^ IVdonnee y, deviendra de noaveaa negative , et les 
saites des signes correspondantes i ces deox points seront: 

Vm T^m^i yir X^9i Tfrf jn jr 

-f — — + 4" "^"f p^^' '® P®*"* ^\ 

-f- — — + + ~ — P®**^ ^® P®'"* ^^* 

Ce qai fait voir, qa'en döpassant de gaacbe a droite la second racii^e de 
röqaation donnöe, la variable x fait perdre ane seconde Variation de signes 
a la saite des fonctions X, X\ X^', etc. et fait gagner a cette snite one 
seconde permanence« 

En continoant cette analyse des signes qae doivent prendre les fonctions, 
on les ordonnies des courbes, entre la seconde et la troisieme racine, pais 
entre la troisidme et la qoatriime, et ainsi de suite, on s'assorerait aisöment qne 
dans rintervalle de deox racines de la prämiere öqaation, la solle des signes 
conserve invariablement le möme nombre de variations et le mime nombre 
de permanences de signes, et qa^an contraire la saite perd one Variation et 
gagne one permanence cbaqae fois qoe la variable passe d*an intervalle a 
an aotre de gaacbe a droite, c^est a dire qa^elle d^passe dans ce sens Tone 
des racines de la proposöe. 

n est ais6 de voir, qoe si la prämiere coorbe eot il6 d'oo degre pair, 
Tanalyse des signes eot ßl& entiörement semblable a celle qae neos venons 
de faire, seolement le signe da poIynöme X qoi 6tait nögatif dans la prämiere 
soite, eot etd posilif ; — on voit aossi qo'ao lieo de commencer cette analyse 
des signes en faisant varier x de gaacbe a droite, on aorait po faire varier 
X de droite a gaacbe en commen9aot par le point b, (fig. 4) qoi dipasse 
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toQtes les raoines da e6tö droit, et poor leqoel la suite des eignes ii*e eacone 
Variation, mais qni en gagne nne anoontraire cliaqae fois qne w, en deeroiesrat 
vient a ddpasser nne des racines de droite a ganche, comme on pent le voir 
ponr le point ß^ sitnö entre la deroi^e et Tavant demiöre des racines de 
r^aUon propos^e. 

Cette propriiti des racines, de. faire perdre nne Variation de eignes 
a la soite des fonctions Xj X', X'% etc. cliaqae fois qae x vient a depasser 
nne de ces racines, a M prise par Fourrier ponr bftse de la metbode qa*il 
a cree poar la recherche des racines des eqnations de toos les degres. — 
Qaoiqae Je me propose d'itablir aoe metbode diffdrente. Je n*en ai pas moins 
crA devoir exposer la ddoionstration da tbeorente de Fourrier, tant ponr la 
demonstration, que je crois nouvelle, qae poar le tbeoreme en lai-m6nie, qai 
est un remarqnable phinomine matbömatiqne. 

VII. 

Fig. 5. Seit: mFrirr'V'm^ ane porlion de la oonrbe qai re- 
presente ane ^qnation d^nn degr^ qaelconqne, portion qai est comprise entre 
an point de minimam m et nn point de mazisram m\ et snpposoas qn^il s-agisse 
de d6tenniner la racine Op qni eorrespond a cette partie de la eonrbe. 

On voit do premier conp d^oeil, qae: seit qae Taxe des x passe ea 
dessas da poiat dMnflexion /, seit qa*il passe aa dessoos comme dans la (fig. 5), 
le point satisfait k la condition oecessaire & la cotivergence de la formale (7.), 
si oa le prend ponr point de depart de rapprozimation, pmisqa^enftre ce point, 
et le point p qni dötermine la racine cbercbee, la coorbe ne präsente ancnn 
point singalier; — de plas, toas les points sitnös comme F eotre la racine f 
et le point d*inflexion I, itant encore plns procbes de la racine, seront encore 
plas favorables i rapproximation de cette demiere, qne le point / Ini mdme, — 
Qaant anx points sitnes an doli da point dinflexion, par rapport a la racine, 
tels qne le sont les points F et F'^, si la toncfaante a la eonrbe en ces 
points, tombe entre la racine et la tonchante au point d%flexion, comme 
cela arrive poar le point F\ on m6me si cette toacbante ne döpasse la ra- 
cine qae d'ane faible qaantile, comme celle da point /% et de moniere k 
ramener Tapproximation dans Tespace pn: tons ces poiiits penvent ötre pria 
poar point de depart de rapproximation, et en prenant rabsdsse de Tod de 
ces poiats poar la qaantile arbitraire a de la formole (7.) on arrivera ia- 
failliblement a la racine cbercbee Op. 
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Ponr d'tQtres poiiits teb qne i^ oo jT^ sitote plat prös des pointo 
m et wf, It tooehante i 1« coiirbe en eat pcriiits, ferait sortfar TapproximatioD 
de la portion de conrbe exammöe, et il arriverait qae le risoltat an lien de 
t% rapprocher de la radoe eberohie Op, a^en öloignerait, et 8*approcherait 
d'one autre radne, sitoöe sur nne aotre portion de la oonrbe. 

On voit donc, qne iion senlenent le pofnt dMnflexion I, mala encore 
tons lea points pria anr nae eeriaine elendae de la eonrbe de part et d*antre 
de ce point, penvent aervir de point de dipart ponr eondnire k la racine 
cherohöe Op, et qne parconaiqnent tonte valenr senlement approohie de rabscisse 
On dn point d'inflexion, condnira nöceasalrement & la radne oorrespondante. 

n auit de li noe premiire cons^ence: c'esl, qn^nne conrbe cor- 
reapondante k nne ^nation dn defl^6 m, ayant (m-*-rl) points de maximnm et 
de minininm^ et jparconsdfuent (m — 2) points d^inflexion, il fant comlnencer 
par diterniiner les absdsses de ces »1—2 points d'inflexion, et prendre les 
yalenrs approcbdes de cbacnne d'elles ponr bAse de rapproximalion des (»1—2) 
radnea correspondantes de reqnation donnie. — Qnand on sera parvenn par 
ce moyen a döterminer (m — 2) racines de la proposöe, on tronyera fadlement 
les denx racines restantes on extrömes de l'equalion donnie, an moyen d^nne 
eqnation dn 2"* degri dont on formera les ooef&dents, d'nne part en retrancbant 
dn coefficient dn 2"* terme de la proposee la somme des »1 — 2 racines deja 
tronyöea, et d'anlre part en divisant le dernier terme par le prodnit de ces 
m6mes radnes. (II est dair que la formation d*une iqnation dn 2"* degri 
ponr döterminer les denx demiöres racines, n'est praticable qne dans le cas 
o& tontes les Mddes de la proposte Sont reelles , ce dont j*al d*ailleiirs ex- 
pressöment avertl. — Nons verrons plus tard comment le procddö se roodifie 
qüand les radnes deViennenl imaginaires on manqnantes.) 

De cette maniere la qnestion se tronv^ ramenöe k tronver les abscisses 
des (»1 — 2) points d'ioflexion de la conrbe qni reprisente reqnation donnee; — 
mais, nons avons vn, qne les points dMnflexion de la conrbe primitive, cor- 
respondent aux points de maximnm et de minimnm de la conrbe qni reprösente 
la premiere diriv^e, et parconsöquent anx racines de la 2"** d^rivöe; — ainsi, 
la recbercbe des racines de r^qaation dn degrd m^ se tronve ramenie a la 
rechercbe des racines de la seconde dörivie qni n^est pIns qne dn degre (x— 2), 
et qni ae tronverm, par des oonsidörations semblables ramen6e a la rechercbe 
dea radnes d'nne Eqnation d*nn degrA (»»—4), ptiia a oellea d*nne Ration 
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i'un degre m — 6, et jnsqa'a ce qu^enfin Ton arrive a mie eqaaüon da 2^ oa 
da 1*' degr6, selon qae la plas haate paissaace de x daas la proposie est 
pair oa impair. 

Poar donaer aa exemple de la möthode propoite^ oherchoas les raciaes 
de reqaatioa: 

JC=a?* — 5x^ — 29a? + 105 = 

qal aoat toates trois rielles, et egales aax nombrea: —5, -f ^9 4**^- 
Les dirivees de cette 6qaation seroat: 

jr''= + 6ar_10, 

Tra90B8 sar aa tableaa aepare, fig. 6, trois Ugaes horlaoatales et paral 
leles entr'eUea, (— Jr,+J), (— X^+X) et (—X'\^X'') qae aoas pren- 
droas poar azes des x respectifa des Irols lieax giometriqaes, de reqaatioa 
doanöe et de ses deax premieres dirivees X^ et X", et tra^oas aassi aae 
ligae {-{-¥,—¥) perpeadicalaire a ces trois axes, et qae noas preadroas 
poar axe commaa des y. 

Ea posaat d*abord: 

X''= + 6a?— 10 = 0. 
Noas troavoBS 

(a.) X = +1,666... 

poar la valear de la raciae de la secoade derivie, qai sera ea möme temps 
Tabsoisse da poiat miaimam de la coarbe correspoadaate a la premiere derivöe 
et parcoas^eat celle da poiat d^iaflexioa de la coarbe qai correspoad a 
reqaatioa doaaee. Portoas doao sar Taxe {—X'\ -f ^') ^ P^^^'^ ^^ Torigiae O'' 
et da cöte positif aae ligae O'Vss-l- 1,666,.. aoas aarons cette abscisse 
commaae; — de plas par le poiat n" 6Ie?oas la perpeadicalaire iad^fiaie n"k, 
aoas aaroas : On = O'n' = ff'n". 

Sabstituoas la valeur trouvee poar x daas la prämiere derivee X' et 
daas reqaatioa doaaie X, noas troavons: 

-XJ+i,ee6...) = -42,2444, ... 

JCc+i,fle6...) = +48,990276... 
La premiere de ces valears proave qae Fordooaee da poiat miaimam de la 
prämiere derivee est egale a — 42,2444 • . . } ^ coastraisoas ce poiat ea 
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poriant rar 1« perpendicolaire n^k, a partir de Taxe (—X',j\'X') et da e6\6 
des y oögatifa, la ligne n'm = — 43,244 . . . 

La seconde des valeors cl-dessns proQve qae le point d'inflezion de 
la conrbe qai correspond k r^atioD donnee a poar ordonnie 4-48,990276 . . .; 
constroisons aossi ee point en preaanl nl ^= '\' 48^90216 .. . 

Presenteneiit cherchons les racines de la pt^miere dörivie qai ölanl 
da second degrö se resood per le procöde ordioäire, ea posanl: 

jr s= 3a?» — IOj? — 29 = 0, 

neos trooTons poir ces racines: —1,861 ... et -f 5,861 . .. constroisons ces 
points es portant sar Taxe {—X^^-^-X') les abscisses: 

(yp s= —1,861 ... et (Tp' = -j- 5,861 . • . 

et menons par les points p et p' les perpendiculaires pk^ et p^k^\ qai coaperont 
Taxe des {—X, -^X) aax poinis q et ^; — ces deax abscisses O^p et i/p', 
sont anssi celles des poinis maxioom et minimam de la oonrbe correspondante 
a riqoatlon donnie Xs=0, et en mettant les valears de ces abscisses dans 
le polynome X, on anra: 

-^—1,801) *^ "T 135,168 • • • , X^j^jg^y = — 86,288 . . • 

La premiere de ces deax valeurs, proove qae Tordonnie da point de maximam, 
qai correspond a Tabscisse 0^^ est positive et igele a 4~ 135,1 68.. • et noas 
la oonstraisons en prenant gm^ igel i ce nombre; — la seconde valear proave 
qae la coarbe a an point de minfinam, correspondani a Tabscisse Oq', dout 
Tordonnie est negative, et qae noas construirons en prenant ^W= —36,288... 

II sait de ceci, qoe la coarbe qai est le liea giomdlriqae de reqaation 
donnee, coape n^cessairement Taxe des x en trois points, et qae parconseqaeot 
toales les 3 racines de requalion sont reelles et inegales. — En effet, la 
coarbe etant de degre impair, aura da cdtö nögatif aae brancbe descendante, 
indifinie, et qai parlira da poini de maximam m' sita^ aa dessas de Taxe, qae 
Celle brancbe doit parconsequent coaper; — de möme, la courbe ayant da cötd 
des X posilifs ane brancbe ascendante indefinie, et qai pari da point de ini* 
nimnm m' sitoö aa dessoas de Taxe, il est evident qae cette brancbe ascendante 
doit aassi necessairement coaper Taxe; •— enfin la porlion de coarbe qai 
s^etend da point m^ an point m", doit aassi necessairement coaper Taxe 
paisqae ces deax points sont silaes des deux cöYes oppos^s de cet axe. 

CrtUe't ioarnal f. d.M. Bd. XLIX. Heft 3. 29 
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Apres noas ölre assori qne les trois racines de r^ation soDt reelles, 
il ne noas reste plos qo'i appliquer la valeor (a.) a la recherche de b racine 
qoi correspond au point dMoflexion. 

En meltant donc la valeor (a.) qui est -f 1,666 ... an Heu de s dana 
les polynömes X et X\ noas aurons poar premiere approximatioD : 

.= + l,66(i....-|-^j!=+l,666-{^Sizh+»'»»«»<- 
En prenant cette premiere approxitnation , avec deux cbiffres decimaax poor 
bAse d'nne seconde approximalion, neos anrons: 

ar = -f 2,826334 .... - [-#22«lj = jl 2,29976556 .... 

En prenant cette noavelle valeur avec trois cbiffres decimaox poor bAse d'nne 
troisieme approximalion, nous aorons: 

ar= +2,9976556 .... - (^Jji2^1 = +2,999999 .... 

nombre qoi ne differe de +3 qoe d« la millionleme parlie de runiti. 

D'apres la siloation da point dinflexion et de la coorbe, qoelqoe loin 
qoe Ton pousse Tapproximation, le risultat sera tonjours moindre qoe la racine 
cbercbie, d*ou il snit, qn'en aogmentant de Tonite le dernier cbiffre tronve 
de la partie decimale de la racine, il doit arriver de deux cboses Tone: 
1"* 00 Ton tombera sor la vraie valeor de la racine, oo: 2^ Ton dipassera 
cette valeur. — Dans le premier cas, en subsliluant la valeur ainsi augmentee, 
ao lieo de x, dans reqoation donnee, cette equation sera satisfaite et le re- 
soltat ögale a z^ro. — Dans le second cas, requalion ne sera pas satisfaite, 
roais le risultat sera de signe contraire a celoi que donne Tapproximation 
trouvee, ce qoi prouve qoe la racine est depassee par Tangmentation d'one 
onite decimale qo'on a ajootee ao dernier cbiffre. 

AjoQtant donc une onitö au dernier cbiffre dreimal de Tapproximation 
troovee, on oblient ;r = +3, valeur qui tombe dans le premier cas et qoi 
salisfait a Piquation. 

Poor troover les deox racines restantes, retrancbens le nombre troove 
+ 3, do coef&cient do second terme de requation donnee, pris avec an signe 
oontraire, et qoi est ici -f5, neos aorons -f-5 — 3 = -f 2 poor la somme des 
deux racines restantes; — divisant ensuite par -f3 le demier terme de 
reqoation donnee, pris avec on signe contraire, qoi sera ici —105, on troave 
— 35 poar le prodoit des deox racines reslante, qoi seront parcona^qoent 
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donnees par röquation: 

d*oä Pon lire: 

x' = +I±y36 

qai donne'— 5 et 4*7 poor les deux racines cberch^es. 

II faol observer que chaqae fois qne la racine cherchie sera un nombre 
eolier, oo au moins une qoantite exprimable exactemenl par un nombre fini 
de chiffres decimaux, il arrivera: l^ Que si rapproximation est an dessoos 
de ia racine cherchee, on obliendra toos las cbiffres exacls de la valeur de 
cette racine, moins le dernier, qai sera d'nne nnitö moindre, mais soiyi d'an 
nombre de 9, d'aulant plus grand qn*on anra ponsse rapproximation plns ioin. — 
3^ Si an contraire rapproximation donne des valenrs plns grandes qne la 
racine, on retrouvera tons les chiffres de celle racine, et ce nombre sera 
separö du resle des chiffres significatifs de la decimale par nn nombre d'aotant 
plus grand de zeros qn'on se sera plus approchee de la racine. — Dans le 
premier cas on ajonte une tinile an dernier nenf de la fraction ddcimale, et 
dans le second cas on reJette les derniers chiffres söpar^s par les z6ros, et 
Ton examine si le resultat satisfait exactement a Töquation. 

II faul encore observer qu'en faisant cette analyse pour ainsi dire göo* 
m^lrique de T^quation et de ses derivdes, il n'y a nulle nöcessiti en döter- 
minant les points singuliers de cbaquo courbe, qne les abscisses et les ordon- 
nies soyent indiqnees avee une grande precision; — il snffit de les tracer 
a la main, en conservant aux poinis exirdmes des abscisses lenr relalion de 
Position respeclive. — II en est de m^me pour les ordonnees, qui sont en 
gen6ral exirömemenl grandes par rapport aux abscisses; il snffit d'indiqner 
si ces ordonn^es sont positives ou negatives, et dans le cas de denx on 
plusieurs ordonnees de mömo signe, la figure doit indiqner laqnelle de denx 
ordonnees consöcutives est plus grande, ou plus petite, afin que la courbe 
qu'on ferait passer par leurs extrdmites, presente les mdmes phinomenes de 
courbure, que ceux qui caracleriseraient la courbe, en la snpposant construite 
d*apres les proporiions de T^cbelle. 

Seit en effet: 

et 

les equalions de deux courbes; — il est de toule evidence que ces deux 

29» 
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courbes coopenl Taxe des x anx mömes points, et que les abscisses des poiala 
d^inflexioo, de maximam et de minimam, sont les mdmes pour les denx coorbea, 
et cependanl les ordonoees correspondanles «nx deux courbes, poir one nidma 
abscisse, sont dans le rapport de ii a 1. 

Cette methode, de tracer les conrbes correspoDdantes i T^aalion et 
a ses dM?6es ea commen^ant par ces dernieres, a TaTantage de faciliter 
les Operations en indiqaant les phenomenes de coorbore de cbaqne llgne, et 
snrtont, s! Ton a sein dinscrire sor le tablean, les valeors des abscisses, Celles 
des ordonnöes de poInts singnliers, et les racines des conrbes, i mösnre qa'on 
les dötermine. 

Les racines des iqaations d6riv6es ne servant qne comme qnantitös 
aoxiliaires, il est innlile dans le plns grand noonbre de cas de ponsser ioiii 
leur approxiination, et Ton pent en ginöral se contenter d*un oa denx chiffres 
döcimanx exacls; qnant anx racines de T^ation primitive, on donnie, on 
poussera Fapproxinialion anssi loin qa*on vondra, on anssi loin qne poarra 
Pexiger la natnre dn problöme. 

¥111. 

Dans tont ce que nous avons vu jusqu^i präsent, nons avons supposö, 
a dessein, que tontes les racines de r^qualion proposöe 6taient rMtes et tu- 
egaUs, et cette snpposilion constitue le cas le plus gönöral. — II nous reste 
donc pour compliter nolre m^lhode, a examiner le cas particnlier des racines 
egale9, et celui des racines imaginmres ou manquantes. 

Pour cela, analysons d'abord les variations qui peuvent 6tre produites 
dans le lieu geomelrique d'une öqualion, seit relativement i sa position par 
rapport anx axes des coordonnies, soit relativement aux phinomenes de conr-» 
bnre qui le caracterisent, sans cbanger le degri de requation. 

Soit, pour fixer les idees, le lieu geomilriqne d^une öqnation du 5"*'' 
degrö, dont tontes les racines sont reelles et inegales, comme on le voit dans 
la (fig. 7) et dont (-fZ;— Jt) est Taxe des abscisses, et {^Y, —Y) celui 
des ordonnöes. 

II est Evident qu'en quelque lieu qne Ton traosporte les axes des co* 
ordonnees, la courbe ne cbangera pas, mais les constantes de T^ation va- 
rieront, et parconsequent ses racines varieront aossi. 

Snpposons d'abord qn^on transporle Torigine des ahsdsueH en nn 
point qnelconque P pris sur Taxe des abscisses, comme on le voit dans la 
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(8g. 7); — il est dair qae ies racines de röqnalion qoi elaient Or, Os, Ot, 
Ou et Ov, sont devenos Pr, P9, Pt, Pu et Pe, et ne different des premieres 
qae de la qoentite OP dont on a transportö Taxe des ordcandes, ou rorigine 
des absdsses. — On voit qae ce genre de traasforoiation fait varier a la 
fois toales Ies eonstantes de l'eqaaUon, mais ne cbange en rien la natore des 
radnes dont Ies differences respectives restent invariable, mais qai ne penvent 
devenir par \k ni ögales ni imaginaires. — On voit aassi qae par one Irans* 
formation de ce genre on peat rendre tontes Ies radnes de riqaalion, seit 
positives, seit negatives, si Ton avail besoin d^ane teile transformation. 

Snpposons ensaite que ce soit Porigine des ordonnies, on Taxe des 
absdsses, qoe Ton transporle parallelement a loi möme, snccessivement de O 
en (y, (V\ (y'\ O'^ etc. — On voit d^abord qae tant qae ie noavel axe 
des absdsses (— X^-fJt') n^anra pas d^passö aa moins Tan des points de 
maximam m et uil\ cet axe ne cessera pas de coaper la conrbe en cinq 
points, comme dans sa posilion primitive, et qae reqaation ne cessera pas 
d'avoir cinq racines reelles et inegales, avec cette difference ponrtant, qae 
plos Taxe s^approcbe des pointjs de maximom m et ni!\ et plns Ies deox ra* 
eines Ies plns voisines de ces points^ tendront a se rapprocber. — Qaand Ie 
noavel axe viendra a se confondre avec la tamgente T'^ T" da point maximam 
Ie moins elevö m*\ comme on Ie voit dans la figure en {—X", -{-X^') 1^8 denx 
racines Ies plns voisines de ce point, et qai etaient d'abord Ol et Oti^ pois 
qui etaient devenues O'/' et O'if^ sont enfin devennes Egales entr'elles et 
a O'W^ et Ies denx points d^nlerseclion de la sinnosite tm"u avec Taxe 
des X, se sont rinnis an point de maximam $n", poor former an point de 
conlact avec Ie noavel axe des x. 

Si Taxe des x conlinnait a s^eiever jasqa^aux points (y", O*^ comme 
on Ie voit dans la figure, il d^passerait d'abord Ie point tnf', et il n'y aurait 
plas de point de contact, parcooseqaenl Ies denx racines qoi s*etaient renales 
an point oi'' en devenant egales, viendraienl a manquer, on seraieat ima- 
ginaires. 

Dans la posilion de Taxe indiquee dans la figure: en {—X'", -{-X'") 
Ie noavel axe tooche la courbe au point m, et T^qualion de la courbe cor- 
respondante a ce noovel axe, aurait deax racines Egales (^m^ deux racines 
imaginaires manquanles au dessus du point m" depasse par Taxe, et enfin une 
troisiime radne reelle O'V^ — Dans la posilion de 1 axe indiqu6e dans la 
figore en (— X'^ -f ^^S ^^ poiots de maximam m el m'^ sont tont denx 
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ddpasses par cet axe, et la conrbe aura övidemmeDt qoalre racines imaginairea, 
el uno seule racine reelle O'V^ 

II est ividenl, que siTaxe des x aulien de s'ilever aa dessos de sa 
pesitioQ primitive, s'abaissait aa dessons parallelement a lai möroe, les mömes 
phenomenes se prodoiraient, et enfio quand Taxe aurait dipasse les deux points 
de miolmum m' et m'", comme on le voit en (—X^, -f -^^)9 *' "V «o**«* 
plas qa'une racine reelle O^r'', el quatre racines imaginaires. 

II fant remarquer, que töns ces changements s'obtiennent eh faisant 
senlement varier le dernier terme de r^qoation, c'esi a dire celoi qai est 
indipendant de x, et qae parconsiqnent celte Variation n'affecle en rien les 
coefBcients des pnissances de Tinconnue. 

Dans les deox cas que nous venons d'examiner, nous avons successi- 
vement change la position des axes relalivement au lieu göom^trique de röqua- 
tion, suppos^ fixe, ce qui est la möme chose que si nous avions transport^ 
la courbe, en supposant fixes les axes, et tous les changements obtenus dans 
les racines de requation, n'affecient en aucune maniere la forme möme de 
son lieu geometriqne. — Mals, puisque Ton pent atlribuer a cbacun des coef- 
ficients de requation une infinite de valeurs difTerentes depuis — ^ jusqu'i -(*^, 
on ponrra, sans cbanger le degre de requation ni la position des axes, faire 
varier la courbe mdme d*une infinit^ de manieres, sans que ceUe courbe change 
de nature, ou cesse de präsenter les phenomenes gendraux de conrbure, qui 
doivent y caracteriser le degre de requation. 

Seit par exemple (fig. 8) la cOurbe Drmm'A, qui represenle le liea 
geomitrique d'une ^quation du 3"** degre, dont une seule racine est reelle; — 
si Ton fait varier les coefficienis de cetle iquation, on fern varier la distance 
entre le poinl de maximum tn, et le point de minimum m', et parconsequent 
la lungueur de la porlion de courbe qui separe ces deux: points; — mais il 
est evident que parmi toules les supposilions que Ton peul faire, il doit ne- 
cessaireroent s*en trouver de lelles, que cette portion de conrbe devienne xöro, 
ou, en d'autres lermes, que le point de maximum m et le point de minimom m\ 
viennent ä se confondre en un seul el m6me point dinflexion, comme rindiqoe 
la courbe ponctuee: D'r'm'^A', dont la tangente T'^T" au point dMoflexfon, 
est parallele a Taxe des x. 

D'autres valeurs des coefficienis de requation, pourraienl reduire a 
zero une portion de courbe nutmV^ plus grande quetnm', et la coorbe pren-* 
drail alors la figure indiquee par la ligne ponctuee D^r^'m"^A'\ et lea imm 
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poinU n et n' se röaniraient en an senl point dinflexion m^'^ dont la tan- 
gente T'"T"* est inclinee a Taxe des s. Dans Ton et Taatre cas, ce point 
d^inflexion indiqae denx racines imaginaires all est situö hors de Taxe des x, 
comme dans la (fig. 8). — An contraire si ce point dinflexion est snr Taxe 
möme des x, alors, il oorrespond a trois racines egales dans le cas oä Taxe 
est tangent a la coarbe, et a une racine reelle et denx racines imaginaires, 
si la tangente en ce point est inclinee snr Taxe des x. 

En effet, T^qnation du 3"* degre qni aurait tonles ses racines egales 
a 4^11 par exemple, ponrrait ölre mise sons la forme 

et Ton Yoit qne cette öqaalion et ses denx premieres d6ri?ees deviennent 
airo qnand on y fait or == -j- /i^ ce qni prouve qae b conrbe a snr Taxe des » 
an point dinflexion dont Tabscisse est -f ^> ^^ 4^ > ^^^ ^^^ möme ponr 
tangente. 

L*£quation du 3"* degre qni peot se mettre sons la forme: 

oa bien: 

n'a qa'ane racine rielie a, qni satisfait a cette ^nation et a sa seconde 
dörivie, mais cette valenr riduit a -f 6^ la prämiere dirivie, ce qui proave 
qne le point d'lnflexion a ponr tangente ane droile indinie a Taxe de ar^ et 
qoi fait avec cet axe on angle, dont la tangente trigonometrique est -|-6\ 

Cet exemple suffit pour faire comprendre le genre de variations que 
penvent iproover les lieox geomelriqnes des equations; -^ ainsi par exemple 
il pent arriver que denx points de maximum et le point de minimum inter- 
mödiaire, oo denx points de minimam et un de maximnm, se reunissent en 
an seal point, et dans an lel cas le point qui en r^snlte poarra correspondre: 
aoH ä qaatre racines Egales, seit a deux racines ögales et a deux racines 
imaginaires, si Taxe toache la courbe en ce point ; — seit a deux , oo a qnalre 
racines imaginaires, si le point n'est pas sur Taxe des x. 

Les points singuliers d'un lieu geomötrique, formes par la rennion de 
denx 00 de plusieurs points singuliers en on seul, peuvent £lre d^signes sous 
le nom de points singuliers composes, poor les distinguer des poinis singuliers 
qoe la courbe presente dans le cas general, et qoe nous nommerons points 
singoUers simples oo ordinaires. 
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Noas dirons donc en r^omö: qo^an point de maxhnam oq de mioimom 
simple 9 correspood a deax racines ögales chaqae fois que Taxe de x toacba. 
la eoiirbe ea ce point, et, a deax racines imaginaires, qaand la coorbe toarne 
sa coovexile vers l'axe des x sans le cooper ni le toocher. 

Qu'un point de maximam oa de miniroam composd, qoand la coorbe 
toocbe Taxe en ee point, correspond a piasieors conples de racines igelet, 
OQ, a un conple au moins de racines egales, et nn, oq piasieors cooples de. 
racines imaginaires. — Qoe qnand od tel point toarne sa convexili vers Taxe 
sans le toocher , il correspond a aolant de cooples de racines imaginaires^ 
qo'il r6onit en loi de points de maximom oo de minimom simples, qai aoraienl 
leor convexiti toornie dans le möme sens; — enfin, qae qoand on tel point 
est sitoi bors de Taxe de x, et qoe la coorbe en ce point toarne sa eon- 
caTiti Törs cet axe: ce point corredpond a aalant de cooples, moins on, de 
racines imaginaires, qo^il rionit en loi de points de maximom et de minimom 
simples, dont la convexiti serait loornöe dans le möme sens. 

Un point d'inflexion simple, oo ordinaire, ne correspond a one radne 
qoe qoand ce point tombe par basard sor Taxe des x; bors de cet axe, ce 
point ne correspond a aocone racine reelle ni imaginaire. 

Un point d'inflexion composö, qoand il est sor Taxe des x, correspond 
a on nombre loojoors impair de racines Egales et on oo plosienrs cooples de 
racioes iroagioaires, si Taxe est tangent a la coorbe en ce point, et i one 
seole racine rielie et on oo plosieors cooples de racines imaginaires, si la 
tangente est inclinie k Taxe des x. «- Lorsqoe le point dinflexion compose se 
trooye bors de Taxe des x, il correspond toojoors i on oo piasieors cooples 
de racines imaginaires. 

II faot observer qoe les points d'inflexion composes, ont one position 
inverse de celle des points dinflexion simples; — ainsi, qoe Ton mine par 
on point d'ioflexion simple deox droites paralleles aox axes des coordonn6es, 
on verra qoe les deox portions de coorbe qo'il söpare aoront leor concavitö 
toornie vers la ligne qoi est parallele a Taxe des ;r^ et leor convexiti vers 
Celle qoi est parallele i Taxe des y, tandis qoe le contraire aora Heo poor. 
on point d'inflexion compose. 

Seit 

X= {x-afX = 

nne eqoalion qoi a deox racines egales a -f n; —X ötant on polynome in- 
4ependant do facteor (x — a). — On aora en diffirenliant 
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X' et !£' ilant les derivees da polynöme X. 

En examinant ces trois equalions, on voit, qae {x — a) est deox fois 
facteur de X, une fois seolement de X* et qa'enfin ce facteor ne divise pios X'\ 
d*ou il sail que ia premiere diriv^e aora une racine ögale a -f n^ oa a la 
racine doable de reqnation donnee. 

II risnlte de cela, qo'eo determinanl successivement les racines des 
eqoations derivees, en commen^ant par ceiles qni sont da 1*' et du second 
degrö, et en sobstituant les valeurs trouvees pour une derivie, dans reqna- 
tion d^un indice immidiatement superieur pour delerminer les poinis de maxi- 
mnm et de minimum de celte dquation, il arrivera que si Tone des racines a 
de Tune des derivees de Tindice n, satisfait a la diriv^e de Tindice imni6* 
diatement supdrieur (n— 1)\ on doit en conclure qoe cette derniere eqoation a 
une racine double. 

Mais, il se präsente ici une dif&culld, qu^il est indispensable de lever. — 
Voici en quo! eile consiste: — si Ton pouvait diterminer exactement dans 
cbaque cas semblable la racine -fa^ il est Evident, que dans le cas de deux 
racines egales, requation de Tindice (n— 1) serait aussi exactement satisfaite, 
et il ne saurait alors y avoir aucun doate; — mais, comme la quantite a peut 
Mre incommensurable, et qoe dans ce cas on ne peut jamais avoir sa valeur 
exacte, et ensuite, que mdme quand la racine a est une quantild finie il faot 
sonvent poosser Tapproximation Ires loin pour la d^couvrir, il doit necessai- 
rement arriver qu'en se contentant d'une approximation de deux, trois, roöme 
de qualre chiflires deciroaux exacts, la valeur de a ainsi determinie et sub- 
slituee dans requation de Tindice (n — 1), ne roduira pas cette equation exacte- 
ment a sero, mais donnern une valeur, positive ou negative extrdmement petita 
pour Tordonnee du point de maximum ou de minimum correspondant a la 
racine ebercbie; — parconsequent on ne peut pas dtre assur^ directement dans 
ce cas, si en ce point requation a effectivement deux racines ögales, on deux 
racines imaginaires, ou enfin deux racines reelles mais tres peu dlfKrentes 
entr'elles. — II est donc necessaire d'indiquer le moyen de s'en assurer 
exactement 

Seit (fig. 9) une poriion cmc' du lieu geomelrique de requation quel- 
conque X=0, qui correspood au point pour lequel la quantite x^ 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 30 
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approchee de jir' = 0, donne one valeur tres petite pour X — Les Irois 
cas que nous avons ä examiner sont representes par la (fig. 9) en A, 
B et C. 

Soit On^=a, la valeur approchie de la racioe de X\ moindre que 
cetle racine, et qui, sabstitoee dans !e polynome X, doDne une valeur ex- 
trömement pelite -{-np pour Tordonne. — II est evident que si la courbe touche 
ou coupe Taxe des x, quelqne loin que Ton ponsse rapproximation , on ne 
pourra jaroais ötre certain qu'il y ait, soit un point de contact, soit deux poinls 
dinterseclion extrdmement voisins; — dans nn tel cas, apres avoir pousse 
Tapproximation jusqu^ä trois on quattü cbiffres decimanx exacts, on formera 
une seconde valeur approchee de la racine, en augmentant d^une ntAXk le 
dernier cbiffre decimal exact de la valeur tronvee, et cetle nouvelle valeor 
approchee que nous nommerons b, si eile ne satisFait pas T^ualion, sera evi- 
demment plus grande que la racine, qui se tronvera parconsequent comprise 
entre a e\ b. 

Dans le cas ou la courbe coupe Taxe des x, comme on le voit dans 
la (fig. 9) en (J), 11 arrivera de deux choses Tune: 1^ Ou la valeur de b 
mise dans le polynome X donnera une ordonnee negative tres petite, et alors 
on sera certain que la courbe coupe Taxe entre <i et 6 et qu^elle a parcon- 
sequent deux racines reelles, inegales, quoique tres voisines. — 2^ Oa la 
valeur de b mise dans Tequation donnera une ordonnee n!p\ tres petite aussi, 
mais positive, comme on le voit en (il), iß') e\ (C). 

Dans le premier cas, on pourra considirer la valeur approchee m, 
comme une valeur suffisamment approchee de Tone des racines, et Ton cherchera 
Fautre par le procede ordinaire en partant de Tabscisae du point d*inflexioii 
voisin ; — dans le second cas, il faudra prendre n et A ponr pointa da d^rl 
de nouvellea approximations, et, ayant cbaqne fois formö lea valeurs des sons- 
tangentes njr et nV^ les ajouter ensemble abstraction faite do signe, ponr 
voir si leur somme alteint ou depasse la difft6renc6 ft — «t oo nnf des deux 
valeurs dont on est parli. — En effet, si les deux racines sont reelles, il snffit 
de voir les fig. (i4) et (B) pour se convaincre qoe la somme des deux soiia- 
tangentes ne peut jamais atteindre la difförence b — a; — mais an conlraire, 
si les deux racines sont imaginaires comme dans la fig. (C), la courbe ne 
coupera pas Taxe des dr^ et il est evident qu'il suffira d'un tres petit nombre 
d'approximalions pour que la somme des soostangentes d^passe b — m. 
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a el b ölant les valeurs des deox abscisses, Tone a moindre qne la 
meine, Taotre b plas grande, noas aurons: 

b — U 

pmir le rapport de la somme des soastangentes a ia difference des limites 
a et 6 dont on ^tait parli, et, en continuant rapproximalion, on aura: 

poor le m£me rapport apres ane noavelle approximation, et ainsi de suile. — 
Mais il est evident : que si les racines sont imaginalres, ce rapport ira prompte- 
ment en croissant, .et dipassera bientöt l'unite; ~ que si les deox racines 
sont rielles et inegales, ce rapport an liea de crottre diminaera rapidement; — 
enfitt, qne si les denx racines sont egales, ce rapport s'approchera de Tanite 
Sans Jamais, la depasser ni Tatteindre. — Dans ie preroier cas, aossitöt qne 
le rapport sera devena ^1 on discontinnera Tapproximation , et Ton sera 
certain qne les deox racines roanquent, oa sont imaginaires entre a et 6. — 
Dans le second cas on verra des la 2^'' approximation qne les denx racines 
sont rielles et inegales, et on pourra continoer a les approximer siparement, 
jnsqn^a tel nombre de chiffres dicimaux exacts qu^on vondra. — Enfin, dans 
le Iroisieme cas, on se contentera d^approximer la racine de Tun on de Tanlre 
e6\6 du point de contact, on bien on cberchera le facteur common de X et X^ 
per le procide du plus grand commun diviseur, et ce facteur donnere la racine 
donble exactement« 

Une equation qoi anrait nn nombre n de racines igales, serait de 
la forme: 

et 11 est evident, que: la prämiere derivee de cette equation serait divisible 
par (r— a)""S la seconde par (a: — a)""% la troisieme par (ar — «)*"% etc. 
jusqu^i la (it — l)ieme qni ne contiendrait plus le facteur (s-^a) qu'ao preroier 
degre. — Cela prouve que quand pne equalion a un nombre n de racines egales 
a a, sa premiere derivee en aura (n— 1), sa seconde (n — 2) et ainsi de 
suite, et que parconseqoent, celle equation et ses (n—i) premieres derivees 
anront un faclenr commun. — II resulte de la, qu^en posant X=l, requalion 
anra toutes ses racines egales, et lontes ses dörivöes, hors la derniere seront 

30« 
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divisibles par x — a, et parconseqaent la racine moltiple a, serait donn^e par 
Ta vant derniere derivee qoi oe contienl le facleur {x — a) qa'au 1^' iiegre* 

Les racines imaginaires, hors le cas qua neos avons examioe (c^est 
ä dire celoi oü la coarbe passe tres pres de Taxe), ne präsent aacune diffi- 
caltd, puisqa*en determinant saccessivement les racines de chaqoe derivöe, en 
commenpant par celles du 1*' et da second degre, od deterinine ao moyen 
de ces racines, la position des poinis de maximam, de minimom, et d'inflexion, 
de la d^rivöe d*un degre immediatement superieur, et la position de ces points 
indiqae de suite si le liea geometrique auquel ces points apparliennent conpe 
00 noD Taxe des x en aatant de points que cette dörivee doit avoir en tont 
de racines selon son degrö. — Les poinis d'intersection qoi manqaeront, 
seront aulant de racines imaginaires, et correspondront toojoors par eonples, soit 
ä an point de maximom oa de minirnnm, soit a un point d^nflexion eompose. 

On voit donc, qß'en comroen9ant Tanalyse d'ane equation par TaYanl 
derniere dörivee, on s'^leve saccessivement a la connaissance des radnes de 
toates les dirivöes de cette equation, et enfin a la connaissance des racines 
de la proposee, et que cette analyse fait connaltre la natura des racines eher- 
chöes, et la valeur de celles qui sont reelles avec tel degre d'approximation 
qn*on voudra. 

Observation. Dans le cas oü toutes les racines sont reelles et in- 
egales, nous avons vu qu'on obtenait les racines extremes par la formatioD 
d*une equation du 2*^ degre; dans le cas ou il y a des racines imaginairea 
ce procede n'est plus applicable, et Ton determinera les racines extrömea 
directement, par approximalion, en prenant la quantite arbitraire a, plus grande 
qoe Tabscisse du dernier minimum du edle positif, pour la limite positive, et, 
rooindre que Tabscisse posilive (ou plus grande que Tabscisse negative) du 
dernier point de minimum ou de maximum du cdte n^gatif, pour la limite 
negative. — On sera sur qu'en cboisissant ainsi ces quantites arbitraires, il 
n*y aura aucun point singuliers entr'elles et la racine cherchee, et parconse-- 
quent Tapproximation sera convergente des le second lerme, si a est moindre 
que la racine cherchee, et des le 1*"^ si celte quantite depasse la racine. 

IX. 

Apres avoir developpe dans les articles precedents, la marche a sulvre 
pour decouvrir successivemenl toutes les racines d'une equation quel que soit 
son degri, il oonvient d'examiner la convergence que donne la formole, et 
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Ie0 moyens d*övaliiar le degre de chaeaoes des approximalions obtenaes par 
Pemploi de ia roelhode proposee, et d'indiqaer le moyen d*arriver promptement 
a Ia determioation de Ia qaanlite arbitraire a Ia plus convenable an point de 
depart de chaque opdralion. 

Sott Armr^imf ane portlon de coorbe, (fig. 10), qui coupe Taxe des x 
an deux points r et r\ et dont les poInts de maximum et de minimum w! et m 
aont dija determlois par les Operations pr^cedentes; — supposons aossi que 
mrA, seit Tooe des braocbes extremes de Ia coarbe; — il s^agit de dötermioer 
les deux racines Or et Or^ qui correspoodent k cetie portion de Ia courbe. 

Pour Ia premfere de ces racines, Or, nous n'avons pas d'antres donnies 
81 non que Ia quantite arbitraire «^ qui doit servir de point de dipartiTap- 
proximalion, doit ölre moindre que Pabscisse Oa du point minimum m, mais 
en mdme temps il est övident que moins Ia quantili prise pour point de dipart 
differera de Ia raeine cbercböe, et plus Papproximalion sera rapide; — or^ 
pour atteindre ce but, on substituera dans le polynAme Xle plus grand nombre 
enlier Oal, qui seit eontenu dans Tabscisse Oa; puis on diminuera ce nombre 
de Tunite et on le substituera de nouveau dans le polynöme X au lien de x, 
et ainsi de suite, et, a cbaque Substitution nouvelle on examinera le signe du 
rteultat, et Ton continaera de Ia mime maniere Jusqu^a ce que le r^ultat de 
Ia Substitution change de iigne. — De cette maniöre on parvient facileroent 
k deux abscisses: Oa'* et Oal'\ dont Tune Oa'* est plus grande que Ia ra- 
dne Or, et Tautre Oal*' qui est moindre, et qui ne differe de Ia pricMente 
que d^une seule uniti. — Si nous nommons o le plus petit et ß le plus 
grand de ces deux nombres, nous aureus donc: /9— a = l, parconsequent a 
est le plus grand nombre entier eontenu dans*Ia raeine cberchie, et comme 
lel, nous pouvons prendre ce nombre pour b&se de Tapproximation. 

Pour Ia raeine Or\ qui se trouve enire le point dinflexion i et le 
point de minimum, m, si Ia portion ab de laxe, qui se trouve enlre ces deux 
points contient un certain nombre d^unitis, on prendra d*abord le plus grand 
nombre entier eontenu dans Pabscisse Oh du point d'inflexion, et on substituera 
ce nombre ä x, dans le polynöme X, pour voir sMl cbange de signe; — 
si ce nombre ne change pas le signe du polynöme X, on le prendra pour 
bftse d'une premiere approximatlon , qui donnera une^premiere valeur a'; on 
prendra ensuite le plus grand nombre entier eontenu dans a!, pour bftse d'une 
second approximatlon, et Pon continuera de Ia sorte, en n'opirant que sur 
des nombres entiers, jusqu'a ce qu*on arrive k un nombre entier qui fasse 
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changer le signe de Xf alors on sera certain quo la racine est comprise 
enire le dernier nombre dedait par la formnie d'approximation , et le plus 
grand nombre entier qall contienne. 

Si la racioe cherchee etait siloee sur one porlion de conrbe toarDant 
sa convexite vers rorigine, alors on prendrait le nombre entier le plus pelit 
qui puisse contenir Tabscisse du point d'inflexion; — puis apres avoir tronve 
au moyen de ce nombre la prämiere approxiroation a', on prendrait le plos 
pelit nombre entier qui puisse contenir a', et ainsi de suite, jusqn'a ce qo'on 
arrive ä un nombre entier qui fasse changer le signe de X; alors, on est 
certain qoe la racine est comprise entre ce dernier nombre entler et le re<- 
sullat precedent. 

On voit donc qoe par ce procede, et en operant senlement sor des 
nombres entiers, on parvient au beul d'on petit nombre d'opdralions fort simples, 
a trouver deux nombres a el ß, qui ne different de la racine chercbee, Ton 
en plus, i'autre en moins, que d'une quanlile moindre quo Tunite, et que par-* 
consequent il fant prendre Tun de ces nombres pour bAse de Tapproximalion 
dans le but de deconvrir la partie decimale de la racine. 

Examinons a present, quelle pent Alre la rapidite de rapproximalion 
qne donne la formale, et chercbons a deconvrir Tordre d*onit6s decimales 
auqoel appartient cbacun des resultals snccessifs de Toperation. 

Soit Om (fig. 11) Tabscisse a qni sert de point de depart a Tapproxi- 
mation, et qui est teile, qoe la difference entre a el la racine, ou entre Om 
et Or est moindre que Tunit^. — Nous avons pour premiere approximalion : 

a'^a-4r^=Om4mt, 

OU en posant mt z= i, 

a' = a + r, et 4-i=,_Ä. 

Pour seconde approximation, noos aureus : 

ou en posant W =^i\ 

a" = a'^i'=a + i-fr, et r=-Ä2. 

Chercbons la relalion qui exisle entre f et i'; — pour cela, menoM 
par le point p* la tigne p'$i parallele a la tangente tt, on anra evIdeaaieDt: 



d'oA Ton tire: 
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roais, puisqoe i' ou //' est une fraction fori petite, on voit qu'en negligeanl 
des qoaotites fort petites da 2"^ degre, oo peut considSrer comroe egales les 
lignes /y et qt'; et poser 

tqr=.qt' = ltt=i,r, 
d'oä il resuile: 

e = 2i^, 

mais puisqoe a' = ce -f t^ on aara : 

En se bornant aux trois premiers lernies de ce developpemenl, et en 
les sobstilnant dans Texpression de %', on trouve: 

Mais pnisqae: -j i=— -pf2>^ || s'ensnit qae la quantite qai est enlre 

parentheses devient nulle, et il ne resle que: •' = -f i^-p^*, ou bien, en rem- 
pla^ant X^^^ par —$Xl„^^ et simplifiant: 

' '»(.) 

On voit donc, que la quantite T dont le resollat de Papproximalion 
s^accroit ä chaqne Operation, est proporllonnel: 1% ä la sccond puissance de 
la quantite i, dont Toperalion precedente avait augmente la bdsc a dont on 

etait parti, et 2% a la quanlile -j^-, il doit ötre bien entendu d'ailleurs, que 

eette loi n'esl vraie qu'en supposant qui i est une fraction asscz petite. 

Supposons d'abord, que -pl^ abstraclion faite du signe. soit egal a runito« 

et que Ton seil parvenu a une approximalion de la racine que nons repre- 
senterons par: e/sbc, exprimant par e le nombre et par a; h, et c, les trois 
premiers chiffres decimaux «xacts; — si nousposons: a = e,ab ei a' = e,abc, 
neos aocons f=rO,OOc^ pnrconsiquent : 

a" = a' 4- i' = « -f • + ? = e,abc + (0,00c/ = e/ibcOOc. 
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Mais, c^ ne pouvanl ötre qu'un nombre de denx chiffres au plas, on voit qae 
la seconde approximalion, ne peut affecter que ies caracleres decimaox du 
cinquieme et du sixieme rang, et qne parconseqaent Ies premiers qoatre 
chiffres deoimaux, au moins, sont exacis; — en nommant d ie quatrieroe 
Chiffre, nous aurons donc: e,abcd pour r^sullat; — mais en posant de noo- 
veau: a=^e,abc, el • = 0,000rf, nous aurons: 

a" = a 4. i-| P = eMcd'\^ (0,000i// = e^abedOOOd'. 

Ce qui fait voir que Celle nonvelle Operation ne peut affecter que ie 7*^ et 
ie 8'"'' cbiffre, el que parconsequent Ies six chiffres du resullat precedent ölaient 
tous exacts. — II suit de la, que quand on a Texpression de la racine avec 
trois chiffres decimaux exacts, {"Operation suivante en donnere six. 

Soit donc: ^^o^rilf/* Texpression de la racine avec six chiffres exacis; — 
posons: a = e,abcde et J^O^OOOOO/"^ nous aurons comme ci-dessua: 

a'' = a + i 4- J^ = ^,a6i?rfe/^+ 0,00000000000/^ = €^^^ 

Ce qui prouve que quand on a cinq chiffres decimaux exacts, Toperation sui- 
vante en donne dix, et Ton voit qu*en ppursuivant de cette maniere on de- 
montrerait aisement qu'a chaque Operation nou volle Ie nombre des decimales 
exactes se trouve double. 

Si la quanliti -^^ au iieu d*ötre ign\e a Tunil^ comme nous Tavions 

supposee, elail moindre, il est evident que la rapidil^ de Tapproximation serait 
encore plus graode, mais au contraire cette rapidili se trouverail diminuie, 
et Ie nombre des chiffres decimaux exacts de chaque Operation serait moindre, 

si -^ elait plus grand que rnnite. 

Observons, que quand la racine cherch^e sera proche d'un point d*in- 
flexion du Iieu g^melrique de X, la quanlile 2l/^) deviendra fort petite, pnis- 
que Tabscisse du point d'inflexion de X est la möme que celle qui correspond 
i la racine de X"i — en m^me lemps, la quantilö Jf/.) devient la plus grande 
possible, puisque la mime abscisse correspond a celle d'un point de maximom 

X" 
ou de niinimum de X'; — parconsequent dans ce cas, Ie facteur — ^ devient 

Ie plus petit possiMo. -* Le contraire a Iieu, quand la racine chercbee est 
peu iloignöe d'nn point de maximum ou de minimum du Iieu geomelriqne 
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de X, car alors c^est X^,^ qoi diminue et s'iipproche de zero, et parconseqaent 

— ^ peat devenir one quantilö tres graode. 

Celle Observation n'öte rien a la valeur da mode d'approximalion adopt^, 
raaia comme il peut en rösuller de rincertitade sur le nombre des chiffres 
dMmaox exacis de chaqae Operation, il faat öcarter celle incertitude soit en 

döterminant la quantild -^n seil en employant comme Ftmrrier, deox limiles. 

Sopposons, pour cela, (fig. 12) que Ton soit arrive par les Operations 
pr^edenles a denx abscisses Omi=a et Om' = ß, dont la preroiere est 
moindre et la seconde plas grande que la racine Or qn'il fant determiner, 
et qui ne difTerent entr^elles qae de Tunite; — la courbe tournant sa con- 
vexitö vers le point tn, il faadra commencer rapproximation par la plus pelite 
des deox iimites. 

filevons les ordonnees mp et m'p\ et menons an point p la tangente // 
a la conrbe, nous anrons constrait la premiere approximation : 

qai est moindre que la racine cbercbee. — Ensuite, par le point p' menons 
la ligne p'q parallele & la tangente if, cette ligne coupera Taxe en an point q 
situö entre r et la plus grande limite ß. — Mais, puisque les triangles: mpt 
et m'p'q sont semblables, et que Tordonn^e m'p' a pour expression X^^ 
nous aurons övidemment: 



et parcoosiqnent: 



m'9 = 4fi, 

X(a) 



Mais il est Evident que les quantites o' et ß' ainsi constrnites, sont denx neu- 
velUs Iimites, Pune, ß', plus grande, et Tautre, a', moindre que la radne 
cberchte, quoique beaucoup plus rapprochees d'elle que ne Pitaient les nom- 
bres a el ß dont on etait parti. — Pour avoir des Iimites encore plus rap* 
procbies, repetons sur a' et ß^ la möme Operation, nous aurons: 

«'-^ = a" et ß'-^ = ß", 

et ainsi de suite, et a chaque Operation nous obtiendrons deux nouvelles Iimites 
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qoi se rapprocheroot coDtinuellement et finiront par ne plus differer entr^ellea 
que par les chiffres decimaux d'un raog tres ^loigne. 

Supposons par exemple qu'ä la troisieoie Operation on ait troave : 

«'"= e,abedefy . . . ., 

ß'"^= e,abcdeliH....^ 

puisque la racine est comprise entre ces deux nombres, ii est evident que tous 
les chiiTres: e,abcäe qui sont les mömes dans les deux limites, appartiennent 
a la racine chercbee, et que parconsequent la derniere Operation determine 
cinq chiffres decimaux exacts. 

Pour completer Texpose de la methode, il ne reste plus que d*en faire 
quelques applications, ce qui sera Pobjet des articies suivants. 



Apres avoir expose d'une maniere generale la roethode pour la de- 
termination des racines des equations de tous les degres, avec iel degrö d^ap- 
proximation qu'on voudra, faisons quelques applications qui en faciiiteront 
Tintelligence. 

Pour premier exemple, cbercbons les racines de T^qualion du 7"* degre 

Jir=+a?H9^ — 108a?*+386a?*-713jr^ + 747a?^ — 420d?+98 = 0, 
dont les derivees seront: 

IT' =4- 7x»^ b4x'- 540a?*+1544a?^-2139jr*+1494ar — 420, 
Jf''=4- 42ar*+ 270j?*- 2160x'44632a?^-427ar +1494, 
Jt'"=-f 210ar*+1080jr^— 6480j^-f 9264 jr— 4278, 
JT'^ = + 840x^ -f 3240x^ - 12960x + 9264 , 
X' =+ 2520 j?^ + 6480 x - 1 2960 , 
J!r^' = 4-50400? f6480, 
X^" = 4-5040. 

D'abord, en egalant a zero le polynome X^^ qui est du premier degre, 
on trouve: ar= —1,28 qui est Tabscisse du point de minimum, dela conrbe que 
represente requation du second degre Jf^'^O, ou 2520ar^4-6480x— 12960=0, 
et aussi Tabscisse du point d'inflexion du Heu geoinetrique de X^^^=0. 

Ensnite en resoivant requation X^ = 0, on trouve deux racines reellea: 
a7 = -fO,80 et jr=— 3,36, qui sont aussi les abscisses: du point de mini- 
mum et de celui de maximum de X^^. — Nous avons donc pour les pointa 
singuliers de X^^ : 
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Valeura Designation Valeors des ordonnees 

des abscisses. des points singuUers. correspondantes. 

^—3,36 .... point de maximom • • . • >f 57 . 637,20 .. . 

— 1,28 .... poiot d'inflexioD simple .... +30.239,16... 
+ 0,80 .... poinl de minimum . • . . -f * 399,68 . . . 

Poidque Pordoonee du point de roinimom est positive, il s^ensoit qoe 
la coorbe aura la forme iodiquee par la (fig. 13); — cette coorbe sera 
sitaee ao dessus de Taxe (— Jl'^ -f- JT'^) et aura parconseqoent deax ra- 
eines imaginaires, et ane seule racine reelle, formee par Pintersection de Taxe 
(— Jt'^^ 4*^'^) *^^^ '" brancbe gauche ou descendante de la coorbe. — Pour 
troover cette racine reelle, qui est sitaee ä gauche du point de maximuro, 
dont Fabscisse est —3,36, il faul, dans X^^ snbstituer des nombres entiers 
et negatifs plus grand que — 3,36 jusqu'a ce quo Tordonnee cbange de signe ; 
ainsi eu substituant successiveroent —4, — 5, — 6, — 7 etc. on tronvera: 

X12^^ = + 22224 ... et X^'Zj^ = — 29376 . . . 
ce qui prouve que la racine cberchee est entre — 6 et — 7. 

L^abscisse — 7 elant celle d^on point de Taxe qui est situe du cöte 
de la convexile de la courbo, doit 6tre priso pour bAse d^nne premiere ap- 
proximation, et Ton trouve: 

X[lj^ = -29376 
et 

i:(-7) = + 65150, 
d'ou 

. ^(-7) « , 29376 ^ -ß 

:r=-7-^=-7 + g5^=:-6,59.... 

poor premiere approxiroation ; — nous ne conserverons ro^me, pour Tanalyse 
de la d^rivee sopörieure X'", que le premier cbiffre decimal de cette racine, 
et nous prendrons — 6,5 pour Fabscisse correspondante a la racine de X^^ 
et ao point minimum de X*'\ — 

Pour construire le lieu geomelriqoe de requation X'" = , qui est 
du 4*"* degre, nous avons donc: 

ValeBTS Points correspondants Ordonnöes Points correspondants 

.biS.e.. •'•^- ''^'"- ''^"'- 

-7^6,50 . . . racine reelle negative . . . —270.001 . . . point de roinimom, 
—3,36 . . • point de maximum . . . —122.752 . • . point d'inflexioo simple, 
-f 0,80 . . . point de minimum . . . —375 . . . point d'inflexion compose, 

31* 
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poisqae les ordonoöes de ces trois poinls sont toutes negatives, U 8*ensiiit 
que les racines reelles de X'" seront forrodes par Pintersection de Taxe 
{—X"^, -{-X^") avec les deux branches extremes oo ascendanle de la coarjie; — 
Tuoe de ces racioes sera negative et plus grande que —6,50, cVst i dire 
qne Tabscisse du poiot de minimum, et Taatre sera positive et plus grande 
que -t~0,8, ou que Tabscisse du point dMiiflexion compos^e, qui, n^ilant pas 
sur Taxe, indique un couple de racines imaginaires. 

Pour determiner la plus grande de ces deux racines, en mettant dans X'", 
successivement, les nombres: —7, —8, —9, —10, etc. nous trouvons: 

Xl'\=-22A04, et J«(% = -|- 274-082; 

ce qui prouve que la racine est comprise entre les nombres —9 et —10. — 
En substituant ce dernier nombre dans la derivee X^^ on trouve: 

.jr(% = -377.136; 

ce qui donne les deux nouvelles limiles: 

X — _iu — -— — _— lu-f- 377138 ^»^ 

en noQs bornant au l""' chiffre dreimal et 

22404 




^^-_.= _9,05 

pour limite inferieure. 

La racine cherchee est donc comprise entre —9,2 et — 9,05, et 
comme nous n^avons pas besoin ici d^une grande approximation, nous nooa 
bomerons a prendre (a moyenne entre ces deux limites, ce qui donne avec 
deux decimales le nombre — 9,12 que nous porterons au tableau. 

Pour la secoode racine, qui est plus grande que +0,8^ nous voyons 
en mettant pour x les nombres -f 1, -f 2, etc. que le nombre -f2 fait cbanger 
de signe au polynöme X'^', et que la racine cherchee est comprise, parcon- 
sequent, entre ces deux nombres. — Substituant donc aussi -j- 2 dans le poly- 
nöme X^^ et op^rant comme ci-dessus, on aura deux limites plus rapproch^ 
qui seront: -f ^i^ ^^ ^^^^^ ^*^^ ^'^^ ^^^^ '* moyenne -f-1,43, valeur ap- 
prochSe et que nous porterons au tableau. 
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Moos aurons dooo pour passer a X^': 

^des '^'"*' correspoadants Ordonnöes de X". PoioU «ngiiliers de Ä". 

absdstes. ^® ^ • 

—942 .... racine .... -[' 1*282.034 .... point de maximum, 

—6,50 .... point de minimaro . . . . -f 119.073 .... point d^nflexion simple, 
-f 1,48 ... . racine .... — 76 • . • • point de mlnimnm. 

Pnisqoe le lien giomelriqae de JT' n'a qo*un senl point de maximum 
au dessQS de Taxe, et nn senl point de mioimum an dessons, il s*ensuil qne 
ce lieo gdomötriqae ne eonpera l*axe qu'en trois points, et qne parconsiquent X" 
qoi est do cinquieme degrö n*a que trois racines reelles. — L*one des racines, 
formte par llnterseotion de I*axe avec la branclie descendante, sera negative 
et plus grando qne l^abscisse —9,12 du point de maximum; — l'autre racine 
formte par I^intersection de l^axe avec la brauche droite ou ascendante, sera 
positive et plus graade que Tabscisse -{•i^iS du point de minimnm; — enfin, 
la troisieme racine sera formte par Tintersection de l*axe avec la portion de 
conrbe comprise entre le point dMnflexion et le point de minimum, et sera 
comprise, parconsiquent entre les valeurs —6,50 et -f ^9^3 des abscisses de 
ces deux points. 

Commeofons par chercber cette derniere racine; -^ pour cela il faut 
substitner dans X" successivement les nombres enliers compris entre -f ^^^^ 
et —6,50 qui sont -fl, 0, —1, —2, —3, —4, —5 et —6; — or en 
commen^ant par le premier de ces nombres -f I9 on trouve que X^^ se r^duit 
a siro, et que parconsSquent la racine cherchde est ögale i -f ^* 

Pour la plus grande racine negative, mettons successivement les nombres 
—10, —11, —12, etc. dans le polynöme X\ nous Irouvons: 

i:;[l„j = -f 572912 et Jr/i„)= -399.914. 

Ce qui prouve que la racine cherchee est comprise enirt les nombres —11 
et — 12. — En mettant —12, dans la prämiere dörivöe de X'\ qui est ^% 
OB trouve: Z^'ün)=:-f 1.439.754, d^oü Ton tire deux nouvelles limites: 

^ 40 -^^c-n) 40 I 399.914 .^ j i 

a?=--i4 — Ynr-'= —li-f . ^qg mt^ g= —11,?.... I 

^c-M) i.M^f.ia* f ^jj g^ bornanl ä ia 

et / 

yff t-mn Ajo I Premiere decimale, 

^ 4 4 ^(-It) 44 OlV*9K .M ^ \^ 

ar=: -11 --^ = -"-i.4S9.754- -'M • • • •) 
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d^oü Pon tire la rooyenoe —11,5 qae noos porteroas a» taUMii coraoie 
rafCsamroeiit approchee. 

Eofin, poar la troisieme racloe, en sabstitoiiai poor x les noiubres 
-f 2, -f 3) etc. plus gcnnAs qua -f 1,43, Ton troave: 

-X(+2) = -150 et !:;[;„ = +4. 104, 

ce qal indiqae quo la meine est entre -f 2 et -f 3. — En mettant -j-S dans 
JT'" on aara poar nouvelies limites: 

et 

d'ou neos lirons la moyedne -f 2,3 qae noas porterons an tablean. 

Poar diterminer les points singnliers de reqaation X' qui est da 
6"^ degre, noas aorons donc les valears soivantes: 

"^tr ^"'^'^ conrespondanu Valeaw de. ordon- p^.„^ ^^^,^„ ^^ ^, 

abscisies. ^^ ^ • nöe. de J:^ « 

—11,50 .... racine .... —6.763.229 point de minimnm, 

— 9,12 .... point de maximam .... —4.467.619 ;. . . . point d'inflexion, 
-f 1 racine .... 0,0 • . . « point de maximom et 

raoine donble, 
-f 1,43 .... point de minimom .... — 20 .... point d^lnflezion, 

-f 2,30 .... racine . • • • — 1 15 . . . • point de minimam. 

L'eqaation X'ssO etant da sixieme degre devrait avoir denx points 
de maximom et trols points de minimam, mais noas voyons d^apres Je labieaa 
ci dessas, qa^il n*y a qae deox points de minimam et an senl de maximam, 
parconseqaent. Tan de ces points est an point compose, et correspond ä an 
conple de racines imaginaires dont neos ne noas occuperons point. -— En 
oatre, Tordonnöe da point de maximom etant i^ro, cela indiqne qae reqoation 
a en ce point deox racines ögales a -f !• — Des denx racines rMles qnfl 
noas reste ä delerminer, Ton est formee par la brancbe ascendante gaoche, 
et parconseqaent negative et plos grande qoe Pabscisse —11,50 do point de 
minimam sitae da edle nögatif; — Taalre racine est formee par la brancbe 
ascendante droite, et parconseqaent positive et plus gfande qoe Tabssisse -f 2,30, 
da point de minimam sitae do cöle posilif. 
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Pour determiner la premiere de oes racioes, substUaoos successivement 
dana X' les nombres entiers negatifs plas grands qae — ll^ö, nons troaverons: 

Xl^,,^ = - 1 . 834 . 312, Jr/^15) = + 4 . 685 . 520, 

ce qui prouve quo la racine est entre — 14 et — 15; — mettant aussi — 15 
dans X'' nous aurona: XlLis) = — 10.827.136, d'ou Too tire les deux noa- 
velles limites: 

;r = -15~4i=i51=-1 
et 

ar=-14 



.1») 



•*»+ÄS — "'»• 



^^-i*) 4A <w834,3i2 .. Iß 



>f(-i*) 

dont la moyenoe, avec ane seule decimale est: — 14,3 ... que nous porterons 
aü tableau. 

Pour la derolere racine, en snbstituant les nombres entiers plus grands 
que -j-^^^i '^^"^ trouvons: JC^'4.3) = -f- 967 , mais poisque ^(^2,3)=' —115, 
il s'ensuit que la racine est enlre -f 2,3 et -(-3« ~ En mettant -f 3 dans X" 
on aura: X^\.s}="\-9^0i^ d'oü Ton tire les deox nou volles limites: 

et 

X = -j- 2)3 



-—=4-2,68 



^^ = +2^3 + 4!l = +2,33..... 



H+i) 



3104 



doDt la moyenne est -^2^5 que nous porterons au lableau. 

Fassons enfin ä la recherche des racines de la proposee X pour le 
lieo y^ometrique de laqnelie nons avons les donnöes suivantes: 



Valeors 

des 
•iMcisse«. 

-14,3 . 

-11,5 . 

+ 1 . 



+ 2,3 



Points correspondants 



^orrespo 
de A'. 



Valeors des ordon- 
n^es de X. 



Points singuliers de JC. 



racine 

point de roinimum 

point de maximum 



37.645.498 point de maximum, 



et racine double 



. -f 23.979.187 .... point d'inflexion simple, 

.... point dinflexion com- 

pose, dont Taxe est la 

tangente, et racine triple, 

point de minimum .... —69,7 .% . . point dinflexion simple, 

racine .... —307,82 .... point de minimum. 
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NoQS voyons d^apres ce lableaa qne le liea geometriqoe de X n'a 
fs*OB seol poiDt de oiaximotD dont Pordonnee est positive, nn seid point de 
noimnin dont Tordonnee est negative, denx poInts d*inflexion simples et enfin 
«0 point d'inflexion compose dont la tangente est Taxe des abscisses, et qni 
donne trois racines Egales ä -{-i; — il suit deli, qn*ontre les trois racines 
egales, la conrbe a encore denx racines reelles, Tnne n^^gative et pIns grande 
que —14,3 et Pautre positive > et plus grande que -f^^^^ formees par Plnter- 
seetion de l*axe avec les brancbes descendante et ascendante de la conrbe. — 
Enfin, deux dernieres racines, qni sont imaginaires. 

Pnisque les trois racines Egales soni connnes, ii ne resle plns qa^a 
determiner les denx racines extrömes; — - pour avoir la premiere, mettons 
snccessivement pour x dans T^uation donn^e les nombres entiers nögatifs 
plns grands que —14,3, qni sont — 15, —16, —17, etc. nons tronverons: 
Z(,^) = + 24.221.090 et -X(.n)= -3.780.800, 

le changement de aigne en passant du nombre —16 an nombre —17, fait 
voir que la racine cbercböe est entre ces deux nombres. 

Comme le nombre —17 correspond i la convexlti de la conrbe, c'est 
ce nombre qni doit 6tre pris ponr bAse d^nne nonvelle approximation, nons 
anrons donc en mettant ce nombre ponr x dans la premiere dörivie: 

J:j.n) = + 88.959.704 ...., 
d'oü Ton tire ponr denx nonvelles limiles: 

" "-^ lT + j||^^_-,I6,9(«.953..... 

'=-"-fe — "-mmm — ".<ai «»•••■ 

Eo sobstttWBt cet deux oombres avM an« senle d^cinaie, dans X, 
et le ploa grand det deux aealement dans la dörivöe X', il Yient: 

X^^^i = —18.433,954.769.9...., 
Jli««,,o = + 9.893.789,816.998...., 
Xl.»„ = -j- 36. 504.369,838.907...., 

et ponr let denx noavelles limites: 

s*^ ^16,9-^^=a2J = -16,899.495.0. . . ., 

X «r —16,J - :&i2fii = -16,871 .030 .... , 

^(-10,9) 
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la radfie cherchöe est donc comprise entre les deux nombres: 

—16,899.495.0 .... et —16,871 .030 

et comme ces deux nombres n^ont de commun qae les nombres entiers et le 
premier chiffre dreimal, 8, noas ne poavons considörer que ce seal chiflfire 
comme appartenant ä la racine. 

Ponr former deox nonvelles limites an moyen des deox nombres 
troQTte, il f^adrait prendre ces deax nombres avec toates lears dicimales, 
on an moins avec nn assez grand nombre, et les substitoer dans X et X'f — 
mais comme Topiration serait trop longne et trop penible, si Ton conservait 
on trop grand nombre de cbiffires decimanx, il est necessaire de s^assnrer 
prtelablement du nombre de cbiffres qne Ton doit conserver, et de celui qn'on 
pent negliger, sans sortir des condilions de Top^ration^ c^est a dire sans que 
TordonnSe cbange de signe poar la plus grande des deax limites. — En effet, 
ponr la plns petite des deux limites, qael qne soit le nombre des cbiffres döcimanx 
qn'on neglige, poisqu^on ne fait par la que diminuer cette quantitd, on est sür 
qne cette limlte reste moindre que la racine cbercbee; — an contraire ponr 
la limite snpirieure, si Ton venait a negliger an trop grand nombre de ca- 
racteres decimanx, il pourrait fort bien arriver qn^on diminnerait trop cette 
limite, et qa'on la rendrait inferieore a la racine cbercböe, de superienre 
qn'elle ötait. — 

Ponr connallre le nombre des cbiffres ä conserver, il fant employer 
riqaation : 






Xja) 



que nous avons dödnite dans Tarticle precedent; nons avons ici a=: — 16,9, 
a' = — 1 6,899 . 495 . , d'ou Ton tire : 

a — a' = 1 = 0,000.519. .. ., on simplement: t = 0,0005.... 
de plns en mettant —16,9 dans la deriv^e du second ordre X^\ on anra: 

j:^i,^^o) = — 24 . 047 . 479,7 . . . . , 



et comme: 
on en tire: 



-^(-ic,f»> = -j- 36 . 504 . 369,8 . . • . , 



^(-16,9) _ 24.047.479,7.... _ ^ ^^^ 
XU^^ ~ "36.504.369;87r7 " -^'^^»' 
CreUe*! Joornal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 32 



236 19 F. Theremin, sur la r^$9lution des ^uaiitna. 

d'oü : 

i' = -i'^?^ = - (0,0005)^( — 0,658) = +0,000.000.164.50 .... 

(D'apres la position de la coarbe il est evident qae la racine cberchee et 
raccroissement i' sont de signes contraires.) Ce resultat proove qae racerois- 
semenl i' d'une nouvelle Operation, ne poarrait affecter que la T""*" döcimale 
da resultat precedent, et la sixieme si la septieme est moindro qoe Tanite; — 
or, dans le cas actuel nous avons — 16,899.495.0.... dont le 7""^ chiffre 
decimal est zero, d'ou il suit qu'en retranchant de ce nombre la valeur trouvie 
pour i'j la sixime decimale sera aussi aflTeclee et Ton aurait — 16,899.494.. . 
valear approchee, dont les cinq premiers cbiffres decimaax sout les mdmes 
qoe dans le nombre precedent et parconsequent exacts et appartiennent a la 
racine; — on voit donc, qae poar troaver une nouvelle limite superieure 
a la racine, el plus approchee que la precedente, il faut conserver les six 
premiers chiiFres döcimaux de cette derniere. 

II semblerait d^apres ce resultat que la melbode des denx limiles se 
trouve en defaut, puisqu^elle nMndique qu^un seul chiffre dreimal cerlain, tandis 
que nous venons de voir quMl y en a cinq, et eependant, nous eussions pu 
prevoir d'avance ce resultat, en comparant les valeurs trouvees pour ^(.i6,g) 
et ^(.10,6)) car la seconde valeur est plas de 500 fois plus gründe que ia 
premiere, ou si Ton veut, Tordonnee correspondante ä Tabscisse (—16,6) est 
plus de cinq cent fois plus grande que celle qui correspond a Tabscisse (—16,9), 
d'oü il rösulte clairement que la racine est beaucoup plus procbe de ce demier 
nombre. — D'aillears, en poursuivant par la mötbode des deux limites, on 
arriverait, quolque moins vfte, au mdme resultat; — en effet, st nous prenons 
pour bäse d'une nouvelle Operation les nombres trouves pour les deax dernicres 
limiles, en conservant seulement les deux premieres decimales, nous aurons 
pour la limite superieure le nombre —16,89 qui etant substitue dans A'^ donne: 

j;!,^«, = + 345.408,732.335 .... 
» 
Mais, puisque le rösultat de cette Substitution a ie signe + au lieu du signe — 

qu'il devrait Bvoir, il s'ensuit quo le nombre Substitut (—16,89) est plus petit 

que la racine, et ne peul pas servir de limite superieure, mais aussi comme 

il est beaucoup plus approcbö de la racine que la limite inferieure precedente 

(—16,6), alnsl en prenant —16,89 an lieu de —16,6, nous aurona pour 
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limHe inferienre: 

' 16.89-^=-16^9- i^»y,,-^-; =-16.899 «»..■. 

Les quatre preroiers cbiffres deciipaux de celte nouvelle limite^ elanl les mömes 
que les qaatre premiers cbiffres d^cimaox de la limite sopörieare, dous en 
concluons que ces qaatre cbiffres sont exacis, et parconsöqaent poar continuer 
la recbercbe des limiles, il faudra prendre ponr la limite superieare ao moins 
les cinq premiers cbiffres döcimaux de la limite saperieure precedemment trou- 
v^; et^ si le resoltat de ia sobslitation avait encore le signe -f , noos deter- 
minerions nne nouveile limite införeare encore plus approcbee, et qai aarait 
alors cinq cbiffres commons avec la limite superieore; — on cootinnerait ainsi 
jasqn^ä ce qae le nombre des cbiffres decimaox conserves seit tel, que le 
resoltat de la Substitution ait le signe qui coavient ä la limite saperieure. — 
Je ne pousserait pas plus loin ce resultat, qui ne differe de la vraie racine 
que de moins d^un millionieme d'unite, mais il est facile de voir qu^en prenant 
pour bAse d*une nouvelle approximation le nombre trouv^, avec les six premiers 
cbiffres decimaux, Topiration suivante devra donner au moins dix cbiffres 
exacts^ la suivante 20, et ainsi de suite^ mais on fera bien cbaque fois, de 

s'assurer du nombre des cbiffres exacts, au moyen de Tiquation V^= — t^-rr^ 
comme nous Tavons fait dans cet exemple. 

II ne nous reste plus pour terminer Panalyse de requation donnee, 
qu^a determiner la derniere racine reelle, qui est, comme nous Tavons vu, 
positive et plus gründe que -{-2^5. — Or en essayant d'abord le nombre -f-3, 
nous trouvons: 

^+3,= +80, 

ce qui prouve que la racine est entre -f''^^^ ®^ H'^^ poisque Tordonnee X^^2B) 
est negative; — ainsi en mettant aussi -f 3 dans X' nous aureus: 

^(V3)= +984, 
d'ou nous aurons une premiere approximation: 

^=-|-3-^ = +3-^ = +2,918.699.1.... 

Poar one secoode approximation, prenons +2,9 en nögligeant le reste des 

32» 
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cbiffres decimaoX) nous aarons: 

jS^^ygi) ^^ "i 0^*83 • 099 • 9 • • • • 9 

resultat qai fait voir qoe TordooDee de Tabscisse -f 2,9 est fort petite, et que 
le Dombre -f^^^ ^^ parconsöqaent Iris prea de la racine; — mettant doDC 
aossi 'j'2^9 dans les deux döriv^es: X' et X^^ nous anrons: 

Xl^^ = +826,922707...., 
Xi:^= +3073,948.... 

An moyen de la premiire de ces valeara nous troovons ponr seconde ap- 
proximation : 

Poar conoaltre le nombre de cbiffres decimanz exacts de cette valear, 
noas aarons 

t = + 2,9 — 2,899. 719.32 = + 0,00028.... en ne gardant que 5 d^malea, 

d'ou, 

t'=_?^2Ä= -(0,00028)' l^gl^^^ 

et, puisqoe le premier cbiffre sigoificatif de cette valeur se troave au 7** rapg 
des döcimales, et moiodre que la 7"''' decimale du resultat precedent, U sensoit, 
qu^nne nouvelle approximation ne saurait affecter le resultat pröcödent qu'i 
partir de la 7*"* döcimale et parconsequeut que les six premiers cbiffires deci- 
manx döja trouves sont exacts et appartiennent a la racine cbercböe. — II 
faudra donc pour une nouvelle Operation conserver les sept premiers caracterea 
d^cimaux de la valeur precedente, et Ton obtiendrait au moins douse cbiifrea 
decimaux exacts. 

Je ne pousserai pas plus loin cette recherche, ce que j*ai dit me paraia« 
sant süffisant pour rintelligence de la metbode, mais dans Farticle suivant je vais 
indiquer Tapplication qu'on en peut faire, a l^extraction des radnes des nombrea, 
quel que seit Texposant du radical. 
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Soit A an nombre queloonque dont on demande la racine m'^*; on 
aora, en nommaDt x la racine cheroböe: 

on bien en elevant k la m'^^ pnissance: 

xT—A — 0, 

eqnation qoe nona ponvona resondre par la mötbode exposöe dana lea artioles 
precödents. 

Snppoaons par exemples, qua le nombre donni A soit igal a 6589, 
dont on demande la racine 3% on anra: m=3, et 

jr= 4-07^-6589 = 0, 

dont les dörivöea sont: 

jr"= 4.6a?, 

Z"'= +6. 

NoQS voyons d^apres cea eqnations, que le lieo geometrique de ia 
prämiere n^a qo^nn seul point oti ia tonchante soit parallele a Taxe; ce point 
correspond i jr = 0, et X(o)= — 6589; — comme x = donne aossi 
.2^ = Oll en conclut qae ce point est an point dMoflexion, qoi correspond 
k denx racinea imaginaires^ et dont partent les denx brancbes de Ia coarbe, 
Tane descendente, da cdlö des x negatifs, Tantre ascendante da cöte des x 
positifs, et Ia racine reelle de reqaation sera formee par rintersection de Taxe 
avec la brancbe ascendante, et sera on nombre positif ; — on voit avec an pen 
d'attention qae ce nombre doit ötre composö de denx cbiflfres, parconsöqaent, 
en mettant dans X les nombres de denx cbiffres, -{-iO^ -f^^O, -{-^0 etc. on 
arrivera k denx rösaltals de signes diff^reots, ainsi on tronvera: 

-2r(+io) = -5589 et -X^+^ = + 14tl, 

ce qoi proave qae Ia racine chercbee est entre 4- 10 et -f ^20. — En prenant 
.Ia moyenna de ces denx nombres qni est -{-ib^ neos aarons X^^^^ = — 3214, 
ce qoi proave qae la racine est entre 4~1^ ®^ 4''^0, et plns pres de ce 
demier nombre, nons metlrons donc snccessivement -{-XS^ et 4*19, et nons 
tronverona J^^j^=_757 et X^^^^^=^%10^ ce qai proave qae Ia racine 
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est entre les deax nombres entiers -f 18 et -{-id^ qni ne differenl entr'eax 
que de Fanite. 

L*a1)sci8se 4*1^ etant celle qui correspond a la convexile de la coorbe^ 
DOQS la prendrons poar bftse de rapproximation , et neos aoroDS en la sab- 
stitaant dans X', 

JT^V«) = +1083, 
d'oü 

270 
ar = -f 19 — "Tngr = + 18,750 792 .... poup premiere valeor approcb^e. 

En prenant poar seconde valeur approchee, -f 18,75 on aura : 

Z^^^^j = +2,796.875 et -i;Vi8,7»)= +1054,687500...., 
d>ä Ton tire la seconde approximation : 

ar = + 18,75-i^?g^ = + 18,747.348.14.... 

Pour coDoaltre ie nombre de cbiffres exacts qne donne cette derniere 
approximation , posons • = -X^+i©) — -3f(+i8,75) = + 0,00265 .... et sobstitoons : 
+ 18,75 dans X", neos anrons: Jf(+^^75) = + 112,50, d'oü Ton tire: 

parcooseqQent röqnation en V et i, sera: 

mais comme le 7** cbiffre decimal de cette valear, surpasse le 7"^ chiffire 
döciinal de ^c+i«,?») ü s'ensnit qne qnand on fera one noavelle approximation, 
le 6"''' chiffire seulement du resaltat prec^dent se tronverait affecte; — ainsi, 
la derniere approximation a cinq cbiffres döcimaox exacts, et oe differe de 
la racine qne de moins d'nn cent-millieme d^nnite. 

En prenant le nombre troov^, avec les six preraieres decimales ponr 
bäse d'une nouvelle approximation, on aura: 

Jf(+i8,747.348) = + 0,000. 239 . 343 . 448 . 208. 192 ... . en nons arr«tant i 18 dfe- 

cimales; 
^('+18,747.348) = + 1054,389. 171. 099,312. 000.000 . . . ., 

-X?;iV47.348) = + 112,484.088.000.000.000.000...., 
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d'ou la ooovelle approximatioD sera doanöe par: 

X = +18,747.348- :g±Ii2iZ:221, 

et eu effectuant le calcal: 

X s +18,747.347.773.002.744.349.... avec dix-hoit decimales. 
Poar aavoir le nombre des chiffres exacis, nommerons t la difference 

entre cette valeur et la precödenie, qai est: 1 = 0^000.000.22 en ne 

coDservaot qae les deax premiers chiffres significatifs, ce qui suffit, d*oä Tequa- 
iioD en t et ¥ doone: 

t' = -(0,000. 000. 22)^ -^f 'V47.348) ^ 

^(+18,747.348) 

oa, en effectuant les calcols: 

i' = —0,000.000.000.000.005.130.4 .... 

Comroe le Id"*" chiffre decimal de cette valeur est plus fort qne la quinzieme 

decimale da resultat precedent, il s^ensnit qu'one nouvelle operalioo n'affecterait 

le nombre trouve qu'a partir da H""" chiffre decimal, et qae parcons^quent 

les 13 premieres decimales sont exactes et apparliennent a la racine cherchöe, 

on aara donc: 

X = +18,747.347.773.002.7 

poar la racine cberchee, avec 13 chiffres deciroaux ce qui est bien süffisant 
dans la pluparl des calculs, ä moins qu^on ne veuille pousser Tapproximation 
plus loin pour reconnaltre si la parlie döcimale ne forme pas une fraction 
periodique. 

On voit aisement que la marche du calcul eül ete exactement semblable 
poar toute autre racine que celle du 3"''' degre , et nous ne nous arröterons 
pas davantage sur cette application, nous observerons senlement que le pro- 
blöme gön^ral de Textraction des racines doit se diviser en quatre cas distincts, 
dont cbacun donne une position parliculiere au Heu giometrique, ainsi: m etant 
un nombre entier quelconque, nous aurons: 

2m4-l 

l*. a: = y+-J ou x^'^^^ — -4 = 0, pour la racine d'un degre impair du 
nombre positif -{-A; — cette racine est forme par Pintersection de 
Taxe avec la brauche ascendante; — voir la (fig. 14). 

3m+l 

2^ a: = y^— 4 ou a?*'"+^ + 2l = 0, pour la racine impaire du nombre 
nSgatif —A; — cette racine est formee par Tintersection de Taxe avec 
la brauche descendante de la courbe; — voir la (ig. 15). 
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tm 

3«. a? = +}^-f^ 0^ a?^*"— -J=0, pcmr la racioe d'on degr* pair do 
nombre posilif -{-Af — les deox racines ögales et de signes oontraires 
sont formees par les intersectioDS de Taxe avec les deox brancbea de 
Ib coarbe, qui sont toates deox ascendantes; — yoir la (fig.l6). 

4^ Enfin x=z±y—A oo ar^'"-\'A = 0^ pour la racine d'an degr6 pair 
da nombre negatif -^Af •— la conrbe est sitnöe oomme on le voit 
dans la (fig. 17) et ne conpe Taxe en ancnn point. 
Saratoff 1853. 
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Über Determinanten und ihre Anwendung in der 
Geometrie, insbesondere auf Curven vierter 

Ordnung. 

(Von Herra Otto Beste, Professor an der Universitit za Königsberg.) 



YTenn die Elemente dreier Determinanten; 

fo mit einander verbanden aind, dafs 

ist, so ist bel^anntlich: 

(1.) AB = C. 

Icli werde seigen, wie die partiellen Differentialqnotienten der Deter- 
minante C nach iliren Elementen c genommen dnreh die partiellen Differential- 
quotienten der Factoren A und B nacli ihren Elementen genommen sich aus- 
drucken lassen« 

Zu diesem Zwecke differentiire man die Gleichung (1.) nach a^. Du 
von den Elementen c nur e^, c^, ... cl Functionen dieser Gröfse sind, so 
ergiebt sich: 

n^ BA BC wQ t dC wi I ^^^ BC ., 

Bap Bcm Bcm Bcm 

SB 
Diese Gleichung multiplicire man mit — j und addire alle Gleichungen, welche 

Bbp 

sich aus der angegebenen ergeben, indem man statt p nach einander die 
Zahlen 0, 1, 3) ... it setzt. Dadurch erhfilt man: 

n^BA BB BC ^öÄjl« , BC ^BB .^. BC ^BB ,^ 

^^B^Wp '^'a^^Wp^^'^l^.^Wp^^^^ 

dB 

Da aber die Summen ^S—jb^ einzeln verschwinden, mit Ausnahme der Summe, 

Bbp 

in welcher q den Werth Jl hat, welche den Werth annimmt, so erhalt 
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man die Gleichang: 

$. 3. 

(Im die zweiten partiellen Differentialquotienten von C durch die «weiten 
partiellen DifferentialquoUenten der Facloren A und B anszudrflcken, differentiire 
man die Gleichung (2.) zuerst nach a^ und dann nach b^, welches 

dcidafidb; däidai^ ' dbiidb; "^ öara< * dbidb; "^ " ' da;ö< * öaJöä; 

giebt. Wenn man in dieser Gleichung statt y nach einander die Zahlen 
0, 1, ... I» setzt, so entstehen daraus n-fl Gleichungen. Addirl man die- 
selben, so Ififst sich die Summe wie folgt bequem darstellen: 

wo fOr ;i und ^ die Zahlen 0, 1, ... it zu nehmen sind. 

Der linkseitige Theil dieser Gleichung lifst sich als eine Function der 

SC 

Elemente c ausdrücken. In der That: differentiirl man — r nach o^. und 

Bei ^ 

berücksichtigt, dal^ von flen Elementen e nur ^fj,, c^, ... ej^, Functionen von 

o^ sind, so erhält man: 

Differentiirt man diese Gleichung nach bj^, von welcher Gröfse wieder nur 
Co, er, .,. < Functionen sind, ao ergiebt sich: 



dcido^d»; ö^Jö^"^ ^dcidc^dcn ^ '"^ acjöcj;5cr ^ '"^'*' ö^Je^öcT^ ^» 



Setzt man in dieser Gleicbong fnr q die ZaUen 0, 1, ... n and addirt, so 
erbalt man, mit Berflcksicbtigung der Gleichang 

folgende Gleiobung: 
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_^ d'C 



>«^ 



Man bemerkt, dafs sich nicht genau diese Glefcbang erglebt, sondern 
dafs in sfimmtliohen dritten Differentlalqnotienten der Determinante C des 
rechtseitigen Tbeiles der Gleicbang swei obere Indices der Elemente c mit 
einander vertanscht sind, und dafs zugleich das positive Vorzeichen Jedes 
dritten Differentialquotienten Ton C In das negatire verändert ist. Dieses ist 
aber erlaubt, weil eben die Determinante C ihr Vorzeichen wechselt, wenn 
man in allen ihren Gliedern zwei obere Indices mit einander vertauscht. 
Berficksichtigt man nun noch, dafs der Ausdruck: 

dCft dcpt dcu dr« dc^ dc\ de« or^ dcn 

gleich — j-^ ist, ausgenommen wenn p gleich l oder v ist, in welchen Fallen 
dCtt dC/t 

der Ausdruck verschwindet, so steRt sich die zuletzt angegebene Gleichung 

wie folgt dar: 

^ d'C ^ 2 d'C 

dCjt dalq dhq dCic dr^ 

Setzt man diesen Werth der Summe in die eben angegebene Gleichung und 
dividirt. durch 2, so erhält man fflr den gesuchten Ausdruck des zweiten 
partiellen Differentialquotienlen von C: 

CS 1 a'g ^ 1 3, d'J d'B 

Bestimmt man auf dem angezeigten Wege durch Differentiation dieser 
Gleichung den dritten Differenliaiquotienten von C, so ergiebt sich: 

r4l a'C ^ * j^ d'A d'B 

^ '^ öeiöc^dcj 1.2-^ ö«Jöa?d«? e&JöA^' 

woraus das Bildungsgesetz für die höheren Differentialquotienlen der Deter- 
minante C, nach ihren Elementen, genommen, erhellet. 

33» 



246 



i4> Hesie, über Deternunanten in der Geometrie. 



$. 3. 
Das Prodoct sweier Determinanten 



nnd 



«2 — «1 

läfst sich bekanntlich wieder anf die Form 



«21 tl«| 



Uu/a — «12/1 «21^2 — «22^1 

einer Determinante bringen« 

Mnitiplicirt man diese Determinante noch einmal mit der ersten Determi«» 

I— CKj ^il 
_ L SO erhfilt man, voransgesetxt, dafs Ug2=^ti2i ist, eine Determi* 

nante ac'—b^ deren Componenten folgende Delerntiinanten sind: 



«U «12 «l 




WU «12 Yi 




«U «12 «1 


»M «a «i 


, c = 


«21 «22 ^2 


, * = 


«21 «a «2 


tti Oj 




yi y« 




ri n ö 



welobes die identische Glelchang 



(5.) 



«11 «12 «1 «2 


«U «12 «1 


«U «12 Tl 


— 


«U «12 «1 ' 


«21 «22 |yi y2 


«21 «22 0^ 


«21 «22 ^2 




«21 «M <X2 




ttj O] 


y» y» ö 




yi y2 



= «c— 4' 



giebt Ich werde im Folgenden zeigen, welche Ausdehnung dieser Gleichung 
gegehen werden kann. 

$. 4. 

Es bedeute B die Determinante 

«U «12 «U «1 
«21 «22 «2J «2 
«Sl «« «» «S ' 

/i n r^ ß 

in welcher jedes Element «^ dem ihm entsprechenden «;. gleich isU 

Man betrachte nun folgenden, der Determinante ae — i^ des vorher- 
gehenden Paragraphen analog gebildeten Ausdruck: 

/OB , dB , dB \/dB j_dB ^, ,dB \ /dB .dB .dB \* 



£4, H»*»e, «Aer DgtwmiiumteM in itr GtwmeirU, 
welcher rieh eis Determinante nnoh so darstellen Ifirst: 
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BB 
dB 



dff X BB BB . BB . BB 



aa , BB , BB BB ^ . BB , BB 



Diese Determinante ist der partielle DüTerendalqootient des Prodnots MN=iC 
zweier Determinanten 



üf: 



dB dA dB 

ö^i ö^t dr$ 

dB dB dB^ 

^a^ ISa^ Sa, 

Uli Mf tHj 



und ^< 



«1 «^ «j 



ri y» y» 
•i **t *j 

nach ejl = Dil fiff 01,112 -{~"*s^ genommen. Sie Iflfst sich also nach der 
Gleiebang (2.) in die Sanune von Prodncfen der Differentialqnotienten der 
Faetoren wie folgt serlegen: 

BM BN , BM8N, BM BN 
dm, dji, "r ^i^ ö», "r "^ Bn, ' 



Um M eine bequeme Form su geben, bemerke man, dafs 

ttu «0 «U 



Jlf. 



"5? 



dB BB BB 

Bfi Wt öy, 

dB BB BB 

Bai Bttt Ba, 

titi tn^ fUs 



Wji "a •'21 
«11 «» «» 



ist. Bringt man dieses Frodnct zum«r Determinanten anf die bekannte Weise 
anf die Form riner Determinante und bemerkt dabei, dafs 



dB , BB , BB 



BB ^ 

^«1 = 0, 

BB 






dB 



so stellt sieb das Prodnct ^-äj wie folgt dar 
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dB 



dB 



«2 



dB 



dB 



«3 



dß 
dB 



«u»»i+«nW2+*ö*"» «M»»j+Vam,4-«„»», tij,mi+«»m,-|-«3sM, 

dB 

und mit W^glassoog de« gleichen Facto» -^ «af beiden Seiten der GleiGbong 
erhalt man: 






«1 



«2 






««iiMi+Wß»h-fWB»«j «a»»»i-ftt»»»24-«»»»h «fa«i+''»«"»+*'»*''s 
Setzt man nnn: 



so wird: 



Ol aj «) 

ri ^ y» 



üf 



dB 



and wenn man diesen Werth von. M m den obigen Ausdruck sobstitairt, so 
geht derselbe in 

dBidP dJN I SF SN I dP dN) 

aber. Dieses Product ist also gleich der betrachteten Determinante, oder es ist : 



«U «tt «u 


.r = 


•*»! ^ •*» 




«31 «32 «33 





C6.) 



WO ü die Bedeutung 



«u 


«12 «13 «1 


»21 


Mj{j ^ö ^^ 


«31 


Us» «3, «s 


«l 


efj «f3 



«n «12 «13 y 


— 


fhi V»^'/t 




««» «1» «33 ya 




yi y» ys 





«II «12 «13 «1 

«u «at «b «2 

«31 «» t^ «3 

n y« ^3 



u = 






\^m^ öw, ' '^m, öw, ' dm, dn, 

hat. Setzt man in diesen Ausdruck von 17 die angegebenen Werthe von P 
und N, ffo findet sich 

(t.) r = lln («2 ys — «3^)' + «« («3 yi — «1 y,)' + II53 («1 ya — 02/1)' 

+ (tt,j+ t/„Ha3yi — ßiysKaiya — «2/1) + (1/31 + W») («1^2— «2/0(02/3 — «1/2) 

+ (Wk + W21) («2/3 — «3/2) («3/1 — «1/3). 



/•#. H94$e, üier IMernUnanten üt der GeomeMt. 
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$. 5. 
Es bezeichne B die DeterminaAte: 

*u «*« Wo *M <*1 

•f» «« «23 «H «2 
Ä = «31 «„ M„ «M O) f 
«41 1*48 «43 «44 «4 

yi ^2 ys r* ß 
in weicher wie oben «f,2s=V;^, angenomnen werden soll. 

Der der Determinante ae — V^ analog gebildete Ansdmck 

/dB , dB ^ , SB \/dB , dB . dB \ 

/dB t dB , dB V 

tafst sich als eine Determinante wie folg^ darstellen: 

dB I dB I dB I dA i 



^' 



ö«. "»Tg^ 



Cd I 8B I dJB I dB t 

Diese Determinante lAfst sich wieder als der zweite Differentialqaotient des 
Prodncts zweier Determinanten 



M 



dB dB dB dB 

ÖTx ^tt ÖTt dri 

dB dB dB dB 

5öj" da, ^«, ö«4 

fiti fflj m, IN« 

fii tt2 ttj n« 



M = 



«i »2 «3 «4 

n n r» r* 

fJh fh f*i /** 

Vi Vi Vi y* 



nach den Elementen 

«i = »»l/*l + «njjWl + »»sA«3+»»4/«4, 

«;; = »i^i + «2^2 + »s^s + »4V« 

genommen, betrachten. Es lAfst sich also diese Determinante nach der Glei- 
chnng (3.) in folgende Somme von Prodncten zerlegen: 

d'M d*N 



IS 



dmpdn^ dfipdvq 
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Um die DeterminaDte M so traoiformireB, bilde man das Prodaot:: 



Jf. 



dB 

w 



dB dB d0 dB 

dB dB dB dB^ 

ö«, da, da^ da^ 

Wi tR] Hl) m« 

»1 *h *»s «♦ 



»u 


«tt 


«13 


«1« 


«M 


«a 


«a 


«M 


«Sl 


«» 


»33 


«34 


«« 


«« 


««3 


»44 



Drflekt man dieies Prodoet zweier Determinanten als eine Determinante aus 
und berflcitsicbtiget, dafs 



dB 



dB 



tti 



u' 



dB 






ö**« 

•5J"* 



0, 



cA I dA I dB I dJ» ■ I oB /v 



dB I Co I ÖB I vJ' I cxp rv 



d/9 



so erhalt man 



M. 



dB 

w 



dB 



dB 



«3 



dB 



dB 



P= 



dß 

dB 

«si«»*+«8i"H+- 

»3i»i-h»«»»»+* 

«3 

• «3i»»i-f «jj«la+ • 



«4 



dB 

«41 »i +««»» + ' 



«4 

r* 

«41»»l+«««»»4- 
«41«l4-«4»««2-f' 



dB 
dB 

--dßy^ 

«u*'»i4"«ß*'*j"f ••• «a»»i-f «mWj-}* • 
«u»»i +«ii«a + ••• «a«i +««»»+ • 
Setst man daher der Kürze wegen: 

«U"»1+«U«»>J+— «21«»l4-««»*J+ 

«u«i-j-«iJ»»J+*" «M«i4«»«a-i— • «3i«i+«S2»a+ 
so ergiebt sich 

dß 
Die fflr die betrachtete Determinante gefundene Summe geht non, wenn 
man den oben angegebenen Werlh von M subslitnirt, in 
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dB ^ d*P d'N 

Aber. Setzt man endlich diese Summe gleich der betrachteten Determinante, 
so erhalt man die identische Gleichung: 



C8.) 



«11 


«12 


«U «14 


«21 


«22 


«2J «24 


«31 


«J2 


«M «J4 


«41 


«« 


«4» «44 



.u 



= «U «12 «IJ «14 «1 

«21 «22 «23 «24 «2 

«31 «M «33 «34 «3 

«41 «42 «43 «44 «4 

OC} Oj ^^3 f^t 

in welcher U die Summe 



«U «12 «13 «14 Ti 

«21 «22 «23 «24 ^2 

«31 «32 «33 «34 ^3 

«41 «42 «4» «44 r* 

Yi ^2 Yi r* 



«11 «12 «13 «14 «iP 

«21 «22 «23 «24 «2 

«31 «32 «33 «34 «3 

«41 «42 «43 «44 «4 

n y» Yi r* ^ 



* dmpdHq d/ipdVg 

bedeutet und p und y die Zahlen 1, 2^ 3, 4 sind. Diese Summe, eine ganze 
homogene Function 2ten Grades, sowohl in Rflcksicbt auf die Gröfsen a als y 
und u, Ififst sich leicht berechnen. Sie hat aber zu viele Glieder, um sie 
berechnet hinzuschreiben. 

Auf dem angegebenen Wege l&fst sich auch, unter der Voraussetzung 
dafs u^i = Vi^ sei, die aligemeine Gleichung: 

Uu «12 ... tii^ .17 



»Hl 



*n2 • 



. tl„ 



«11 «12 
«U «22 


... t»i„ «1 
. . . «2, Cj 




«11 «12 . 
«21 «22 . 


.. «in ri 

..«2,^2 


««1 «n2 
«1 «2 


... M», «n 
... «„ 




«,1 ««2 . 


.. ««« T' 



«11 


«12 


... «1» 


«1 


«21 


«22 


... «2, 


«2 


«»1 


«.2 


• • . «IUI 


«» 


h 


y» 


... y- 






ableiten, wo ü eine ganze homogene Function 2ten Grades sowohl in Rfick- 
sieht auf die Gröfsen a als auf ß und vom n — 2ten Grade in Rflcksicbt auf 
die Gröfsen u ist. 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 34 
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§. 6- 
Jede symmetrische Determinante: 



II21 tl22 . • • tf2ii 



das heifst jede Determinante, in welcher u^i = Ui^ ist, Ififst sich durch Multi- 
plication mit dem Quadrat einer beliebigen andern Determinante wieder auf 
eine symmetrische Determinante bringen. In der That mnltiplicirt man die 
angegebene Determinante mit folgender: 

x[ a^j ... a?l 

V' ay'9 ^t 



Xy X2 • . • Xft 

und setzt, zur. Abkürzung 

so erhalt man die Determinante: 

FXx'n F\x'^) ... F\x:) 



F\x\) F'ixi) ... FXxl) 

in welcher F^xJ,) den partiellen Differentialquotienten von F(XgX2...x^) 
nach Xp bedeutet mit den Variabein Xi^ X2^ ... x^, welchen der obere Index 
q zugelheilt ist. Multiplicirt man diese Determinante nochmals mit der vor- 
hergehenden und setzt: 

F^ = x'.F'ixl) + a^FW) + • • • ^.F'i^l) , 
SO erhalt man: 



(10.) 



Wh Un ... «in 

tl2i U22 • • • ^2n 




x^i X2 . • . «rj, 


W«i •t»2 • . • W|in, 




xi xi ... x: 



Fn F12 . . . i»\^ 



F„i Fn2 . . • -Pili 



Da aber F^^ = F^p ist, so ist die letzte Determinante wieder symmetriech. 
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Aar dieselbe Art Ifirst sich die identische Gleichung: 



«it «12 
tt« «W 


... «i, «, 

... «I, Oj 






..x: 
. . < 


"iil "«2 


... «„„ o, 

. . . y« 




0.. 


. xl 
. 1 



(11.) 



beweisen, wo A, und B, die Bedeutung 



/^n 


F« 


...F,, 


^, 


F,, 


/^« 


• • • ^TLn 


^2 


F.. 


F,, 


• • • -«Siii 


^, 


c. 


c. 


... C. 






haben. 



§. 7. 



Ans der identischen Gleichung (9.) von der Form: 

(12.) J.ü = ac—V 

lassen sieb för die Geometrie wichtige Resultate ziehen. Wenn man nfimlich 
die Gröfsen n^i lineare Ausdrflcke zweier Variabein sein larst, so stellen 
die Gleichungen: 

^ = 0, ü = 0, 11 = 0, c=0, A = 6 

ebene Curven respective von der nten, n — 2ten und die drei letzten Glei- 
chungen Cnrven von der n — Iten Ordnung dar, welche zu einander in merk- 
wördiger Beziehung stehen. Denn da, wie aus der Gleichung (12.) erhellet, 
b^ verschwindet, wenn J und a verschwinden, so geht die Curve d^ = 
durch die n(n — 1) Schnittpuncle der Carven J = und a = hindurch. 
Die Gleichung * = hat, weil sie von der n— Iten Ordnung ist, in(n-|-l) 
Constanten. Wendet man von denselben ^n(n—i) Constanten dazu an, die 
Curve Ä=0 durch in(n—i) Schnittpuncfe der Curven J = und a = 
hindurchgehen zu lassen, so bleiben noch n unbestimmte Constanten Qbrig. 
In der Tbat enthalt die Gleichung d r= noch n willkfirliche Cönslanten y, 
welche weder in J noch in a vorkommen. Daher kann die Curve b =z 
nicht durch alle n(n—i) Schnittpuncle der Curven ^ = und a =ir hin- 
durchgehen, sondern nur durch in(n — 1) dieser Scbnittpuncte. Wenn nun 
die Curve d^ = dennoch durch alle n{n — i) Scbnittpuncte gehen soll, so 
ist dies nicht anders möglich, als dafs von den n{n — 1) Schnittpuncten je 
zwei in einen zusammenfallen. Die Curve ^ = wird also in ^n(n — 1) 
verschiedenen Puncten von der Curve n = berührt. Dieselbe Curve wird 

34* 



254 H* Hesse, über Deierminanien in der Geometrie. 

ebenso auch von der Curve ez=0 berührt. Die Carve 6 = geht endlich 
durch alle diese n{n — 1) BerQhrangspancte hindurch. 

Ebenso seigt sich, dafs die Carve 17«= von jeder der Carven n = 
und c = in i(n— l)(it— 2) verschiedenen Puncten berührt wird, durch 
welche die Curve 6 = hindurchgeht. 

Die Gleichung a = 0, mit den n willkfirlichen Constanten a, stellt ein 
ganzes System Curven n — Iter Ordnung vor, deren jede die Curve nter 
Ordnung J = in ^n(n— 1) verschiedenen Punclen berflhrt. Von diesen 
Berflbrungspuncten können n — 1 Puncto auf der Curve ^ = beliebig an- 
genommen werden, während die Qbrigen \{n — l)(fi — 2) Berflhrungspuncte 
durch die angenommenen bestimmt werden. In der That, da die Gleichung 
a = n willkflrliche Constanten a in linearer Weise enth&lt, von denen eine 
durch Division zur Einheit gemacht werden kann, so lassen sich die flbrigen 
n— 1 Constanten so bestimmen, dafs die Curve ii = durch it— 1 auf der 
Curve J=^0 beliebig angenommene Puncto hindurchgeht. 

Um die obigen Bemerkungen Ober die Curve ^ = auf alle Curven 
nter Ordnung ausdehnen zu können, ist noch nachzuweisen, dafs sich die 
Gleichung einer beliebigen Curve t;=:0, nter Ordnung, immer auf die Form 
^=0 bringen lasse. Dieses ist in der That immer möglich, weil die Zahl 
der Constanten in der Determinante J gröfser ist als die Zahl der Glieder 
in r. Da nämlich die symmetrische Determinante ^^ aus in(n-}-l) verschie- 
denen Elementen besteht, von denen jedes drei Conslanten enthält, so wird J 
im Ganzen in(n -f-1) Constanten enthalten, während r nur l(n4-l)(n-f 3) 
Glieder hat. 

Diese Bemerkungen lassen sich in folgendem Lehrsatze zusammenfassen : 
Durch n— 1, beliebig auf einer gegebenen Curve nter Ordnung 
angenommene Puncte läfst sich immer eine Curce a n — Uer Ord» 
nung hindurchlegen, welche die gegebene Curve in den genannten 
n— 1 Puncten und in noch i(n— l).(n— 2) andern durch die ersteren 
bestimmten Puncte berührt. Legt man durch alle diese \n{n — 1) 
Berührungspuncte eine beliebige andere Curce b von der n — \ten 
Ordnung hindurch, so schnmdet dieselben die gegebene Curve in 
noch •^n(n— 1) Puncten, in welchen ebenfalls eine Curve c von der 
n — iten Ordnung die gegebene Curve berührt. 

(Dieser Lehrsatz ist hier nur fflr den Fall bewiesen, wenn die Giei- 
ebung der Berahmngscurve a sich auf die Form der oben angegebenen 
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GleichuDg a = sarflckführen IfifsL Schon bei den Curven 4ler Ordnung 
treten auch Berflhrungscnrven auf, bei welcher das letztere nicht angebt 
Diese Curven verlangen eine andere Behandlung.) 

Hit der Curve b variirt zugleich auch die Berflhrungscurve c. Aus 
der letzteren geht also, wenn man b um die BerQhrungspuncte von a variiren 
Ifiist, ein ganzes System die gegebene Curve berOhrender Curven hervor, 
deren je zwei die gegebene Curve in solchen Puncten berQhren, durch welche 
sich eine Curve n— Iter Ordnung hindurchlegen Ififst. Diese letztere Eigen- 
schaft dient als Criterium, ob zwei beliebige Berflhrungscurven demselben 
Systeme oder verschiedenen Systemen angehören. 

Offenbar wird eine gegebene Curve v = nter Ordnung so viele 
verschiedene Systeme Berflhrungscurven haben, als oft sich der Ausdruck v 
auf die Form einer syrnmetriachen Determinante J bringen läfst. Hiernach 
scheint es, dafs unendlich viele Systeme von Berflhrungscurven der gegebenen 
Curve rs=0 existiren. Denn hat man v auf die Form einer symmetrischen 
Determinante gebracht, so kann man letztere, wie es die Gleichung (10.) 
beweiset, durch Multiplication mit dem Quadrate einer beliebigen Determinante, 
wieder auf eine symmetrische Determinante bringen. Dem ist aber nicht so. 
Die Gleichungen der Berflhrungscurven, welche sich aus den beiden Deter- 
minanten ergeben, sind, wie die Gleichung (11.) zeigt, nur durch einen con- 
stanten Factor von einander verschieden. Man darf daher eine symmetrische 
Determinante J, die durch Multiplication einer anderen symmetrischen Deter- 
minante mit dem Quadrat einer Determinante hervorgegangen ist, nicht als 
eine davon verschiedene betrachten. 

In diesem Sinne läfst sich, wenn r = einen Kegelschnitt AwiieWX^ 
V nur auf eine Art auf die Form einer symmetrischen Determinante bringen. 
Daher hat ein Kegelschnitt nur ein einziges Sgstem Tangenten. 

Wenn r=:0 die Gleichung einer Curve dritter Ordnung ist, so Iflfst 
sich V auf drei verschiedene Arten auf die Form einer symmetrischen Deter- 
minante bringen, d. h. es giebt, wie ich im 36ten Bande dieses Journals S. 143 
auseinandergesetzt habe, drei verschiedene homogene Functionen dritter Ord- 
nung, deren Determinaniep^ jede gleich einer gegebenen homogenen Function 
Ster Ordnung ist. Daraus folgt der (Bd. 36, S. 166) bewiesene Lehrsatz: 
ESnc Curve dritter Ordnung hat 3 Systeme Berührungskegelschnitte. 
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§. a 

Es ist mir der Beweis gelaogeu, Ms sich eine gegebene Fnnetion 
zweier Variabein 4ten Grades aof 36 verschiedene Arten auf die Form 
einer symmetrischen Determinante J zurflckfahren Ififst. Hieraus ziehe ich 
den Schlafs: 

Dafs eine gegebene Curve 4ter Ordnung 36 Systeme BerührungS" 
curven 3ier Ordnung hat, welche die gegebene Curve 4ter Ordnung 
in 6 versc/äedenen Puncten berühren. 

Von diesen 6 Berflhrongspuncten können 3 Pnncle willkflrlich anf der 
gegebenen Curve 4ter Ordnung angenommen werden. Die drei andern sind 
durch die ersteren bestimmt und zwar auf 36 verschiedene Arten. 

Aus dem obigen allgemeinen Salze folgt für die Cur \en.4ter Ordnung: 
Dafs, wenn man durch die 6 ßerührungspu^cte einer Berührungen 
curve 3ter Ordnung und einer gegebenen Curve 4ter Ordnung eine 
beliebige Curve 3ter Ordnung hindurchlegt, dieselbe die gegebene 
Curve in noch 6 Puncten schneidet, in welcher eine andere, demselben 
Systeme ungehörige Berühr ungscurve die gegebene Curve 4ter Ord^ 
nung berührt. 

Da die Gleichung a = der Berfibrungscurve in dem vorliegenden 
Falle, wo ns=4 ist, 4 willkfirliche Constanten a hat, von denen eine durch 
Division der Einheit gleich gemacht werden kann, so zeigt sich, dals die drei 
andern sich so bestimmen lassen, dafs a in drei lineare Factoren zerffiUl. 
Ich habe gefunden, dafs diese Bestimmung auf 56 Arten möglich ist und dafs 
sie durch Auflösung einer Gleichung Sien Grades erreicht wird. Setzt man 
die linearen Factoren von a einzeln gleich 0, so hat man die Gleichungen 
von Doppeltangenten der gegebenen Curve 4ter Ordnung. Man sieht hieraus, 
dafs auf diese Weise jede Doppeltangente 6 mal sich ergiebt, da die Curve 
4ter Ordnung bekanntlich 28 Doppeltangenten hat. 

Wenn in der identischen Gleichung (2.), in welcher, n = 4 angenom- 
men, ...., a dreien Doppeltangenten entspricht^ c ebenfalls dreien anderen 
Doppeltangenten der gegebenen Curve 4ter Ordnung entspricht, so hat man 
eine Curve b=zO dritter Ordnung, welche durch die Berfihrungspuncte jener 
6 Doppeltangenten hindurchgeht. Solcher Curven dritter Ordnung, bsssQ^ 
finde ich, unter der Voraussetzung, dafs unter den 6 Doppeltangenten nicht 
drei sind, deren Berfihrungspuncte in einem Kegelschnitt liegen, der einen 
Determinante J entsprechend, 280. Da aber der gegebenen Curve 4ter Ord- 
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nang 36 versehiedene Determinanteii J entsprechen, so erhalt man 280.36 
solcher Canren dritter Ordnung. Von diesen Carven 3ler Ordnong ist indefs 
jede 10 mal gezählt, weil die genannten 6 Doppeltangenten sich auf 10 ver- 
schiedene Arten in zwei Gruppen zu dreien vertheilen lassen. 

Demnach Uetet eine Curve 4ter Ordnung 1008 ver&cMedene 
Curten dritter Ordnung dar, von denen jede durch solche 6 Paare 
Berührungspuncte von 6 Doppettangenlen hindurchgeht, von welchen 
meht drei Paare gefunden werden können, welche in einem Kegel- 
schnitte liegen. 

Die genauere Bezeichnung der 6 Doppeltangenten in diesem Lehrsalze 
ist wesentlich, weil es auch solche 6 Doppeltangenten giebt, durch deren 
Berflhrungspuncte sich zwei Kegelschnitte legen lassen; und zugleich eine 
Curve 3ter Ordnung, von welcher in dem folgenden Paragraphen die Rede 
sein wird. 

§. 9. 
Die Curven dritter Ordnung a = 0, welche eine gegebene Curve 
4ter Ordnung in 6 verschiedenen Puncten berflhren und von welcheii der 
vorhergehende Paragrapii handelte, haben die Eigenschaft, die Curve 4ter Ord- 
nung in 6 Puncten zu berflhren, welche nicht in einem Kegelschnitt liegen. 
Eis giebi aber aufser den genannten 86 Systemen Berührungs- 
curven dritter Ordnung noch 28 andere Systeme Berührungscurven 
dritter Ordnung, von welchen jede Curve die gegebene Curve 4ter 
Ordnung in 6 Puncten berührt, welche in einetn Kegelschnitt liegen. 
Zu diesen Curven gelangt man durch die Betrachtung der identischen 
Gleichung (5.), welche, wenn man aj = 0, a2=^yi^=l^ ^2 = ^^ setzt, in 

(13.) J =. ac—V 
abergeht. In dieser Gleichung ist: 

— c=iu^ — 2ui2iii -j- tlam^ 

Nimmt man nun an, dafs tfu, tii?, u^i gegebene Ausdrücke zweier 
Coordinaten bedeuten, respective von der Iten, 2ten und 3ten Ordnung, und 
Ififst m einen verfinderh'chen linefiren Ausdruck jener Coordinaten vorstellen, 
so hat man folgende Gleichungen von Curven Iter, 2ter, dter und 4Ur Ordnung: 

a = 0, * = 0, c=0, ^ = 0, 

welche auf eine merkwürdige Weise mit einander verbanden sind. Die erste 



258 ^4* Heise, über Determinanten in der Geometrie. 

dieser Corven a ist, wie aus der identischen Gleichang (13.) zu ersehen, 
eine Doppeltangente der Curve 4ter Ordnung J. Die zweite b ist ein 
Kegehchnitt , welcher durch die BerOhrangspuncte der Doppeltangente hin- 
durchgeht, nod die dritte c ist eine Curve dritter Ordnung, welche die 
Corve J in den abrigen 6 Puncten berührt, in welchen der Kegelschnitt h 
die Corve J schneidet. Der Kegelschnitt b ist ein beliebiger durch die Be- 
rflhrungspuncle der Doppeltangente hindurchgehender Kegelschnitt, weil der 
Ausdruck b drei in m vorkommende Constanten enthalt. Da sich nun die 
Gleichung jeder Curve 4ter Ordnung auf die Form ^ = bringen Ififst, wie 
durch Abzahlung der Constanten in der gegebenen und der transformirten 
Gleichung zu sehen, so Iftrst sich aus der identischen Gleichung (18.) folgender 
Lehrsatz ablesen: 

Wenn man durch die Berührungspuncte der Doppeltangenie 
einer gegebeneti Curve 4ter Ordnung einen beliebigen KegehcAnitt 
legt, so schneidet derselbe die gegebene Curve in den 6 Puncten, 
in welchen eine Curve dritter Ordnung die gegebene Curve 44er Ord» 
nung berührt. 

Von diesen 6 Berflhrungspuncten können 3 auf der gegebenen Corvo 
4ter Ordnung beliebig angenommen werden, weil sich immer ein Kegelschnitt 
angeben läfst, der durch die 3 auf der Curve 4ter Ordnung beliebig ange- 
nommenen Puncto und die beiden Beräbrungspuncte der Doppeltangente hin- 
durchgeht. Die drei anderen Berfibrungspuncte werden durch die drei ange- 
nommenen bestimmt. 

Die Gleichung c=0, mit den drei willkflrlichen Constanten des linefiren 
Ausdruckes m, stellt ein ganzes System BerOhrungscurven dritter Ordnung 
dar, welche ein und derselben Doppeltangente der gegebenen Curve 4ter Ord- 
nung in der Weise entsprechen, dafs die Berfibrungspuncte jeder Corve des 
Systems auf einem Kegelschnitt liegen, der durch die Berührungspuncte der 
Doppeltangente hindurchg^fal. 

Die gegebene Curve 4ter Ordnung hat 28 Doppeltangenten. Daher 
wird die Gleichung der gegebenen Curve 28 mal auf die Form ^ = ge- 
bracht werden können und jeder dieser Formen wird ein System Berührungs- 
curven von der bezeichneten Art etilsprechen. Jedes dieser 28 Systeme 
Berührungscurven enthfilt also eine Berührungscurve , welche di^ gegebene 
Curve 4ter Ordnung in drei gegebenen Puncten berührt. 
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Doroh VerAnderaiig von m in m' geht h in b' and c«in e' flber^ wo- 
doreb man ans (13.) 

(14.) J^ac'-b'' 
erhalt Zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden tab, so findet sich 
die identtsche Gleichung 

= a(c — c')~(* + ftO(*— *')9 
aoi welcher zu sehen ist, dafs a ein Factor von b-\'b' oder von b — b' sein 
moft. Da es gleichgültig ist, welche von diesen Gröfsen das Product von a 
ond einem anderen linearen Factor A ist, so kann man 

(15.) b^b' = aA 
setsen und erhalt, mit Beracksichtigung dieser Gleichung, aus der vorhergehenden: 

= {c — &) — A{b-\'V), 
welche identische Gleichung ausdrückt, dafs swei Berflhrungscurven dritter 
Ordnung c und c' desselben Systems sich in 9 Puncten schneiden, von denen 
6 in einem Kegelschnitt und die 3 andern in einer geraden Linie liegen. 

Beseichnet man den Ausdruck dritter Ordnung e — Ab durch d, so 
erhalt man nach der letzten identischen Gleichung: 

(16.) d = c — Ab = c^^Ab', 
worans 

{€-Ab){€^^Ab') = d^ 

folgt, und hieraus wird 

e4/—d^ = A{bc'-b'c-\'AbV). 
Der Theil dieser Gleichung rechts ist aber gleich JA\ wie leicht zu sehen, 
wenn man die mit b multiplicirte Gleichung (14.) von der mit b* multiplicir- 
ten Gleichung (13.) abzieht und die Gleichung (15.) zu Hülfe nimmt. Dem- 
nach haben wir die identische Gleichung 

(17.) JA^ == cc'—d\ 
Diese Gleichung beweiset, dafs die 12 Berührungspuncte der beiden Berührungs- 
corven ^ = und & = desselben Systemes wieder auf einer Curve dritter 
Ordnung d^^O liegen. Da d, wie aus (16.) zu sehen, drei willkürliche in 
m^ vorkommende Constanten behält, wenn man c und b als gegeben annimmt, 
so lafsl sich sagen, dafs die Gleichung i/=^0 jede durch die Berührungspuncte 
der Curven J = und c = gelegte Curve dritter Ordnung darstellt. Der 
vorhin ausgesprochene Lehrsatz lafst sich demnach wie folgt erweitern: 

Wenn num durch die Beriihrungepuncte einer DoppeltangefUe 
einer gegebenen Curve 4ter Ordnung einen Kegelechnitt legt, so 

CroUe*t JoarMl f. d.M. Bd. XLIX. Heft 3. 35 
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achfMidet dereMe die Curve in noch 6 Pmneien, in welchen eine 

Curte dritter Ordnung die gegebene Curve berührt. Legt man durch 

diese 6 Berührungepuncte eine beliebige Curve dritter Ordnung Am- 

durch, so schneidet dieselbe die gegebene Curve 4ter Ordnung in 

noch 6 Puncten, in welchen wiederum eine Curve dritter Ordnung, 

aus demselben Sgsteme, die gegebene Curve 4ter Ordnung berührt. 

Zwei BerOhrangscurven gehören demnach demselben Systeme an^ wenn sich 

dnrch die 12 BerOhningspuncle derselben mit der gegebenen Carve vierter 

Ordnung eine Curve dritter Ordnung hindurchlegen Ififst 

Die drei in c vorkommenden unbestimmten Constanten lassen sich auf 
45 verschiedene Arten so bestimmen, dafs c in drei linefire Factoren zerfldlt. 
Jeder dieser Factoren gleich gesetzt, drückt analytisch eine von den Dop- 
peitangenten der gegebenen Curve 4ter Ordnung aus, mit Ausschlufs der 
DoppeUangente o. Demnach erhalt man jede der 27 andern Doppeltangenten 
auf diese Weise 5 mal 

Wenn in der identischen Gleichung (17.) c dreien Doppeltangenten 
entspricht und c^ ebenfalls dreien andern Doppeltangenten, so hat man eine 
Curve 1^ = dritter Ordnung, welche durch die 12 Berfihrungspnncte jener 
6 Doppeltangenten hindurchgeht. Wir wollen nun untersuchen, wieviele sol«- 
eher Curven d dritter Ordnung eine gegebene Curve 4ter Ordnung darbietet. 
Nimmt man zu diesem Ende aus den 45 genannten Gruppen Doppei- 
tangenten eine Gruppe c heraus, so läfst sich dieselbe nicht mit jeder der 
nbrigen 44 Gruppen c' combinireo, weil unter diesen 4 Gruppen </ enthalten 
sind, welche die erste in c vorkommende Doppellangente involviren. Ebenso 
werden 4 andere Gruppen ^ die zweite Doppeltangente in c und noch 4 
andere die dritte Doppeltangente in c enthalten. Mit diesen 12 Gruppen wird c 
nicht zu combiniren sein. Man wird also c nur mit 32 Gruppen </ zu com- 
biniren haben, und jeder dieser Combinationen wird eine andere Curve d 
entsprechen. Da aber 45 Gruppen c existiren, so ist die doppelte Zahl der 
gesuchten Combinationen = 32 . 45. Mithin ist die Zahl der verschiedenen 
Curven d, welche der einen Doppeltangente a entsprechen, = 720. Die Zahl 
simmtlicher Curven i/ = 0, welche die Curve 4ter Ordnung aufzuweisen hat, 
ist mithin 720.28 = 20160, weil die Curve 4ler Ordnung 28 Dopeltangenten 
hat. Jede Curve i/ ist hier aber vier mal gezfihlt, weil sie nicht einer ein- 
zigen DoppeUangente a entspricht, sondern vieren. Deshalb mufs jene Zahl 
noch durch 4 dividirt werden. Man kann also sagen: 
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ESne gegebene Curve vierter Ordnung hat 6040 verschiedene Carven 
dritter Ordnung aufzuweisen, von denen jede durch solche 6 Paare 
Berührungspuncte von 6 Doppeltangenten hindurchgeht, von denen 
3 Paare auf einem Kegelschnitt liegen und die 8 anderen auf einem 
anderen Kegelschnitt, 

§. 10. 
Aas der identischen Gleichung (5.) von der Form: 

JU = ac — b^ 

lassen sich, in dem Falle ^ wenn tfn, «#h, u^ Functionen 2teD Grades von 
zwei Coordinaten bedeuten, für die Curve 4ter Ordnung ^=0, auf welche 
Form sich die Gleichung jeder Curve 4ter Ordnung zurOckfahreo läfst, andere 
wichtige Resultate ziehen. 

Es wird leicht zu sehen sein, dab die Gleichung as=;0, mit den 
beiden willkflrlichen Coastanten Oi, ce,, welche nur die Stelle von einer Con-^ 
stauten vertreten, wenn man diese Constante variiren lAfst, ein ganzes System 
von Kegelschnitten reprfisentirt, deren jeder die gegebene Corvo J in 4 ver- 
schiedenen Functen berOhrL Von diesen 4 BerQhrungspuncten Ififst sich nun 
ein Berfihrungspunct willkOriich auf der gegebenen Curve annehmen, weil die 
Gleichung a = nur eine wiUkariiche Constante enthalt. Die drei andern 
sind durch diesen einen für das in Rede stehende System Berfihrungskegel- 
schnitte bestimmt. Ich werde spfiter zeigen, dafs eine gegebene Curve 
4ter Ordnung 63 Sgsteme Berührungskegelschnitte hat. Dieses voraus- 
gesetzt, folgt, dafs sich ein gegebener Ausdruck 4ler Ordnung von zwei 
Variabein 63 mal auf die Form J zurOckfQhren läfst. Jedes dieser Systeme 
enthalt einen BerOhrungskegelschnitt, welcher die gegebene Curve in einem 
gegebenen Puncto berährt, so dafs es also 63 verschiedene BerOhrungskegel- 
schnitte giebt, weiche die gegebene Curve in einem gegebenen Puncto berflhrt. 
Durch die 8 Berahrungspuncte zweier Berfihrungskegelschnitte a==0 
und c = geht wieder ein Kegelschnitt 6 =: hindurch. Betrachtet man den 
ersten Kegelschnitt als gegeben, den zweiten als variabel, so variirt auch der 
dritte, indem er immer durch die Berahrungspuncte des ersten Kegelschnittes 
hindurchgeht. Dieses giebt folgenden Lehrsatz: 

Wenn man durch die 4 Berührungspuncte eines Berührungs- 
kegelschnitts einer gegebenen Curve 4ter Ordnung einen anderen 
Kegelschnitt legt, so schneidet derselbe die gegebene Curve 4ter Ord- 

3b* 
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nung in noch 4 PunctMj in welken ein zweiler, demeetben Stieme 

zugehdriger Kegeleeknill die gegebene Curve 4ter Ordnung berührt. 

Es ist noch binzuzufflgen, dafs zwei BerfihningskegelschniUe einem 

Dnd demselben Systeme angeboren , wenn sieb dnrcb die 8 Berfibrnngspancte 

ein Kegelsebnilt bindorchlegen ififst. 

Unter den BerOhrongsIcegelscbnitten a=^0 giebt es aucb Linienpaare, 

welche zngleicb Doppeltangentenpaare der gegebenen Corve 4ler Ordnung 

sind. In der Tbat: da die Gleicbung a = eine willkfirlicbe Constante ent- 

bfilt, so Iflfst sieb dieselbe immer so bestimmen, dafs sie der Bedingongs-' 

gleicbnng gendgt, welcbe erfallt werden mafs, wenn a in lineflre Factoren 

zerfallen soll. Diese Factoren einzeln gleicb gesetzt, werden Doppeltan- 

genten der gegebenen Curve 4ter Ordnung darstellen. Erwägt man aber, dalii 

die genannte Bedingangsgleicbnng vom dritten Grade ist, in Rflcksicbt aaf 

die Coöfficienten in a, and dafs die CoSfficienten selber qaadratiscbe Ansdrflcke 

der willkfirlichen Constante sind, so siebt man, dafs die Bedingangsgleicbnng 

in Rflcbsicht aaf die zu bestimmende Constante zn einer Gleicbung 6ten Gradea 

wird. Demnacb enthält jedes System BerOhrnngskegelschnitte 6 Paare Doppel- 

tangenten der betrachteten Curve 4ter Ordnung. Die 28 Doppeltangenten der 

gegebenen Curve paaren sich aber 378 mal Je 6 Paare gehören einem 

378 
Systeme an. Es mflssen also -g- = 63 Systeme BerOhrnngskegelschnitte 

existiren; was zu beweisen war. 

Wenn zwei von den BerQhrungspuncten des Kegelschnitts a zusammen- 
fallen, so ber&hrt dieser Kegelschnitt die gegebene Curve 4ter Ordnung in 
diesem Puncte 4punctig, und aufserdem noch in 2 andern Puncten. Diese 
4punctigen Berflbrungspuncte erhalt man auf folgende Weise. Man betrachte 
die 4 Berflhrnngspuncte des Kegelschnittes a als die Ecken eines Vierecks 
und construire die drei Diagonalpuncte p, in welchen sich die drei Linien-^ 
paare schneiden, welche durch die Ecken des Vierecks gelegt werden können. 
Diese 3 Diagonalpuncte beschreiben nun eine Curve drillor Ordnung n, wenn 
der Berfihrungskegelschnitt a variirt; und die Schnillpuncte der Curve drit- 
ter Ordnung n mit der gegebenen Curve 4ter Ordnung sind die gesuchten 
4punctigen BerQbrungspuncte. In der Tbat: betrachtet man a, b, e als homo- 
gene Ansdrflcke der 3 Coordinaten x, y^ c^ wo $ = 1, so hat man, wenn 
X, X, z die Coordinaten des Puncls p bedeuten, die Gleichungen 
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welche Gleichang eben die gesuchte Corve dritter Ordnung darstellt Wenn 
nnn zwei der BerOhrnngspancte des Kegelschnitts a in einen Ponct znsammen- 
fallen, so fallen anch swei Diagonalponcte p in diesem Pnnete zusammen und 
die Curve n mufs in diesem Puncte die Curve 4ter Ordnung schneiden. 
Man kann ako sagen: 

Jedes Syetem Berührung&keyelechnUte enthält 12 Kegelschnitte, 
welche die gegebene Curve 4ter Ordnung dpunciig berühren und diese 
dpunctigen Berührungspuncte liegen in einer Curve dritter Ordnung. 

§. 11. 

Man hetrachte zwei Berflhrungskegelschnitte a und c desselben Systemes, 
von denen die erste in das Doppeltangentenpaar a^ und a^' zerfällt, der zweite 
in das Doppeltangentenpaar ^, d\ Durch die 8 Berflhrungspuncte dieser beiden 
Doppeltangentenpaare geht, wie man sähe, ein Kegelschnitt b hindurch. Das 
in Rede stehende System BerOhrungskegelschnItte bietet nur 6 Paare Doppel- 
tangenten dar. Daher giebt es in diesem Systeme 15 Kegelschnitte b, welche 
durch die 8 Berflhrungspuncte von je 2 Paaren Doppeltangenten hindurchgehen. 
Die 63 Systeme enthalten also 15.63 = 945 solcher Kegelschnitte b. Von 
diesen Kegelschnitten ist aber jeder drei mal gezahlt worden. Denn erstens 
gehört der Kegelschnitt b, welcher durch die Berflhrungspuncte der Doppel- 
tangenten dd\ ^d^ hindurchgelegt ist, dem Systeme an, welches die Be- 
rflhrungskegelschnitte aV und dd^ enthalt; zweitens dem Systeme, welches 
die Berflhrungskegelschnitte aV und o'V enthalt; endlich drittens dem Systeme,' 
wdches die Berflhrungskegelschnitte dd^ und nV enthält. 

Demnach ist die Zahl der Kegelschnitte, welche durch 8 Berüh- 
rungspuncte von 4 Doppeltangenten einer Curve 4ter Ordnung gelegt 
werden können gleich ^ = 315. 
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(In dem vortreflflicben Werke ^Tredtise on the higher plane enrves 
by George Saimon, M. A. Dublin I852i," in welchem der Verfasser die in 
dem Gebiete der höheren Carven gemachten Entdeckungen, vermehrt durch 
eigene Untersuchungen, vorträgt, findet man den genannten Lehrsatz S. 197 
bewiesen und S. 198 die 315 Combinationen der Doppeltangenten, durch deren 
Berflhrungspuncte sich ein Kegelschnitt hindorchlegen Ififst, in einer Tafel 
zusammengestellt. Heine Angaben werden in dieser Tafel ihre Bestfitigung 
finden. Den Beweis derselben behalte ich mir fflr eine spätere Abhandlung 
Ober die Doppeltangenten der Curven 4(er Ordnung vor, welche manche andere 
in dieser Abhandlung ohne Beweis hingeworfenen Angaben aufklären wird. 
Herr Satmon giebt S. 199 7 Kegebcbnilte an, welche durch dje 56 Be- 
rfihningspuncte der Doppeltangenten eiBer Curve 4ter Ordnung hindurchgebeii. 
Es sind dieses dieselben Kegelschnitte, welche mir in dem Schreiben an den 
Professor Jaeobi (S. dieses Journ. Bd. 40 p. 360) vorschwebten. Bei dieser 
Gelegenheit will ich noch bemerken, dafs drei von den 7 Kegelschnitten auch 
durch 8 Curven dritter Ordnung und von den noch Hbrigen 4 Kegelschnitten 
ebenfatls 3 durch 3 Cnrven dritter Ordnung sich ersetzen lassen, so dafe erstens 
7 Kegelschnitte dnrch die 56 BerOhrungspuncte der Doppeltangenten hindurch- 
gehen, zweitens 4 Kegelschnitte und eine Curve dritter Ordnung, drittens 

1 Kegelschnitt nnd 4 Curven dritter OrdoungO 

Es läfst sich auch angeben, welche Doppeltangenten die Curve 4ter 
Ordnung in 8 Puncten berflbren, die io einem Kegelschnitt liegen. Za diesem 
Zwecke bediene ich mich folgender Hfllfsfigur. Durch 8 Punete des Raumes 
ziehe ich die 28 geraden Linien, welche je 2 von den 8 Paneten verbinden. 
Jede dieser geraden Linien lasse ich einer der 28 Doppeltaigenten entsprechen 
Den Seiten jedes rfiumlicheii Vierecks der Halfsfignr entsprechen dann solche 
4 Doppeltangenlen , deren BerOhrungspuncte in einem Kegelschnitt liegen. 
Solcher Kegelschnitte finden sich 210. Ferner entsprechen jeden 4 geraden 
Linien, welche die 8 Puncto auf die Weise verbinden, dafs jede Linie dorch 

2 verschiedMie Puncto hindurchgeht, ebenfalls 4 Doppeltangenten, deren Be- 
rQhnnigspuncle auf einem Kegelschnitt liegen. Solcher Kegelschnitte giebt es lOS. 
So mag es scheinen, als wenn die 315 Kegslschnitle in zwei Gruppen von 210 
und 105 Kegelschnitten zerfallen, welche durch besondere Eigenschaften sieh 
von einander unterscheiden. Dem ist aber nicht so. Es haben viekaebr die 315 
Kegelschnitte far die gegebene Curve 4ter Ordnung ganz dieselbe Bedeutung. 

Königsberg, im April 1833 
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Eigenschaften der Curven vierten Grads rücksicht- 
lich ihrer Doppeltangenten. *{*) 

(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 



SSeitdam Poneelet f *ier8t auf das Vorhandensein der Doppeltangentep 
bei algebraischen Cnrven aufmerksam gemacht*), ist bis jetzt noch wenig 
geschehen, die wesentlichsten Eigenschaften derselben zu erforschen. Es ge- 
lang leicht, ihre Zahl aus derjenigen der Wendepuncte zu schliefsen, durch 
Hülfe der Theorie der reciproken Polaren, welche man demselben groben 
Geometer verdankt. In diesem Betracht habe ich die drei Gleichungen auf- 
gestellt, welche zwischen dem Grad, der Classe, der Zahl der Doppel- und 
Rackkehrponcte, und der Zahl der Doppel- und Wendetangenten jeder alge- 
braischen Curve statt finden **). Nicht ohne Anstrengung gelang es Jacchi 
die Zahl der Doppeltangenten ^reel und analytisch zu beweisen***). Noch 
schwerer mag es sein, die lillgemeinen Eigenschaften derselben zu erforschen, 
was diejenigen Mathematiker am besten wissen werden, welche sich bereits 
damit beschfiftigt haben. Ich habe vor mehren Jahren versucht auf syntheti- 
schem Wege die gegenseitige Beziehung der 28 Doppeltangenten der allge- 
meinen Corvo 4'^'' Grads zu finden, und bin zu Resultaten gelangt, welche 
sowohl den Grund der dem Gegenstande inwohnenden Schwierigkeit aufdecken, 
als auch zugleich die geeigneten Angriffsponcte für die zweckmfifsige Behandlung 
desselben leicht erkennen lassen. Die Resultate beruhen anf eigenthfimlich 
verschlungenen, Iheils ungewöhnlichen Combinationen der gegebenen Elemente. 
Die wenigen von Andern Aber denselben Gegenstand bereits veröffentlichten 



t) Einen kurzen Auszug dieses i^fsatzes habe ich bereits am 25. Juli 1853 der 
Akademie der Wissenschaften zu Paris Vorgelegt; S. Comptes rendus hebdoroadaires von 
jenem Datuni. 

*) Creüe's Journal f. d. Mathem. Bd.Vm, S. 401 —406. 

**) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, August 1848; und 
CreU&M Joornal Bd. XLYII, S. 1. 

»*«) CreUee Journal Bd. XL, 8.2S7. 
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Versuche stimmen mit meiner Arbeit wenig fiberein. Die nachstehenden An- 
gaben mögen eine obngefahre Vorstellung meiner Resultate gewähren, so wie 
auch den Weg und die Mittel eröffnen, die zu ihrem Beweis fOhren, welcher 
für die gewöhnliche analytische Behandlung ohne Zweifel schwierig war, aber 
nunmehr, durch Hälfe der in meinem schon cilirten Aufsalse enthaltenen 
Hauptsfitze Ober Polar- Enveloppen bei algebraischen Curven, leicht zu ffihren ist. 

I. Man denke sich eine allgemeine Curve vierten Grads, C\ Ihre 
28 Doppeltangenten t, paarweise zusammengefafst, geben 378 Paare; jedes Paar 
heifse n, und der gegenseitige Schnittpunct jedes Paara& heifse p, so giebt es 
eben so 378 Puncte p. Seien m und n, tni und n^ die Berfibrungspuncte eines 
Tangentenpaars n mit der Curve; man verbinde sie wechselseilig durch zwei 
Paar Gerade snmi und nit^, miti und mii^, und nenne deren gegenseitige 
Schnittpuncte q, r. Dann gehören zu jedem Tangentenpaar n drei Puncte p, q, r. 

IL Die 378 Puncte p, und mit ihnen zugleich auch die 378 Paare n, 
ordnen sich nach einem bestimmten Gesetz zu 6 und 6 in Gruppen, G, aö 
dafs 68 Gruppen G entstehen, wovon keine zwei einen Pnnct p oder ein 
Paar n gemein haben. 

„Die 6 Puncte p jeder Gruppe G liegen in irgend einem Kegel^ 
eehmUe, G^j was im Ganzen 63 KegelechniUe G^ giM^ 

Die zu einer Gruppe gehörigen %p hfingen von 12 verschiedenen Tan- 
genten / ab, also von 6 Paaren n, welche keine Tangente gemein haben, 
so dafs von den je %p keine zwei in der nfimlichen Tangente liegen. 

IIL Die 8 Berfibrungspuncte je zweier zu einerlei Gruppe gehörigen 
Tangentenpaare n liegen allemal in irgend einem Kegelschnitte, t^, so dafs za 
jeder Gruppe ^6.&r=15 Kegelschnitte W gehören. Danach sollte es ffir 
die 63 Gruppen 63.15 = 945 Kegelschnitte W geben; allein dabei wird Jeder 
dreimal gezfihlt, und somit giebt es im Ganzen nur 315 verschiedene Kegel- 
schnitte W. Das heifst: 

„Unter den 28 Doppeliangenten t einer Curve vierten Grads C^ 
giebt es, im Allgemeinen, 316 mal 4 solche, deren 8 Berührungspunete 
zusammen in irgend einem Kegelschnitte B^ liegen.'^ 

IV. „Die zu jeder Gruppe G gekörigen 18 Putzte, nämUck die 6p, 
6q und 6r (I.) liegen zusammen in irgend einer Curve dritten Grmis G\ 
so dafs es 63 Curven &' giebt." 

Jede Curve G^ schneidet die gegebene Curve C^ in 12 Pnnetan m, 
was im Ganzen 63.12 = 756 bestimmte Puncto a giebt. Jeder Pmct a bat 
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die Eigenschaft: di^s irgend ein Kegehchnilt A^ die gegebene Curve C^ 
in demselben vierpunctiß vnd nehstdem noch in irgend zwei andern be^ 
etimm/en Puncten h und c einfach (d. h. zweipunctig) berühren kann. Also : 

„Soll ein Kegelschnitl J} eine gegebene Curve vierten Grads C* 
in irgend einem Puncte, a, tierpunctig und zudem noch in irgend zwei 
andern Puncten b und c einfach berühren, so finden, im Atigemeinen, 
756 Lösungen statt.'' 

Werden zwischen je drei zosammengehörigen Poncten a, b ond *c die 
Geraden ab, ae und bc gezogen, und im Puncto a an die Curven C^ und G^ 
die Tangenten A und A^ gelegt: so sind die vier Geraden ab, A, ac, Ai 
harmonisch, also A^ durch die drei andern bestimmt, und so liegt der 
Schnitipunct, d, der Geraden A und bc auf der Curve G\ so dafs man 
von dieser 12 neue Punete d erhält. 

„Die zu jeder Gruppe G gehörigen 84 Geraden, nämlich die 
6 Tangentenpaare n C=^^^ Gerade t), die 6 mal 4 Geraden tivmj, itii|, 
«iiii und nm^^ die 12 Tangenten A, und endlich die 12 mal 8 Geraden 
ab, ac und bc werden zusammen von irgend einer Curve dritter Classe K^ 
(und <r'" Grads) berührt; und zwar berührt sie die Geraden ab und ac 
in den Puncten b und c selbst, so dafs also die 12b und 12c zugleich 
ihre 24 Schnittpuncte mit der gegebenen Curve C* sind.^' „Es giebt im 
Ganzen 63 Curven K^"" 

Die zu jeder Gruppe gehörigen zwei Curven G^ und K^ haben eine 
interessante innige Beziehung zu einander, wovon ich hier nur Einiges kurz 
andeuten will. Jeder der 9 Wendepuncte der Curve G^ werde durch w und 
die Wendetangenie durch W bezeichnet; aus jedem w gehen drei Tangenten 
Qß (?M Q2 8D die Curve, deren BerOhrungspuncte q, ^i, ^^ in ^ioer Geraden Ai 
liegen; der Schnitt von W und JRi heifse p. Jede der 9 Rflckkehrtangenten 
der Curven K^ werde durch R und der Rflckkehrpunct durch r bezeichnet; 
jede jR schneidet die Curve in drei Puncten q, q', q^', deren zugehörige Tan- 
genten Q, Q, (y* sich in einem Punete w^ treffen ; die Gerade rwi heirse P. 
Nun stehen die Curven G^ und K^ in solcher Verbindung, dafs sie Wn- 
ander in den 9 Puncten q berühren, also die 9Q zu Berührungstan^ 
genten haben, dafs femer sowohl die 9 Paar Punete w und Wi^ als die 
9 Paar Gerade R und Ri zusammenfallen, und dafs zudem sowohl die 
4 Geraden fVffQff' als die 4 Punete rq^qq^ harmonisch sind, und dafe 
samt auch die 4 Punete pq'qq" so wie die 4 Geraden PQiQQt hamuH 

Crelle^s iMrnal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 86 
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nüch »ind. — Die weilcreu Beziehungen der beiden Curven bebalte ich mir 
vor, bei einer geeignetem Gelegenheit omsländlicher zu erörtern. 

V. Die 63 Gruppen G (IL) ordnen sich nacb einem gewissen Gesets 
zu 3 und 3 zu Systemen, S, so nfimlicli, dofs zu je zwei Gruppen atternal 
irgend eine, aber nur eine be^fthmnie dritte Gruppe gebort, welche mit ihnen 
ein System jSf bildet. Die Zahl der Systeme ist daher =651, und Jede 
Gruppe kommt in 31 Systemen vor. 

Aus einem gewissen Grunde kann man die Systeme in zwei Abtbei- 
lungen bringen, und sie demgemäfs durch 8i und iS. unterscheiden. Dann 
enth«lt die erste Abtheilung 315 Systeme Si und die zweite 336 Systeme S^y 
und dann kommt jede Gruppe in 15 Systemen S^ und in 16 Systemen 8^ 
vor. Die Systeme beider Abtheilungen unterscheiden sich, unter andern, 
wie folgt: 

1« Die drei Gruppen jedes Systems S^ haben allemal vier, und zwar 
vier solche Doppeltangenlen t gemein, welche in jeder Gruppe zwei Paare w 
bilden, nflmlicb sind z. B. u, x, y und z die vier gemcinschafllichen Tangenten t, 
so müssen etwa ux nnd yz Paare der ersten , uy und xz Paare der zweiten^ 
und uz und xy Paare der dritten Gruppe sein. Durch die 8 Berflhrungspuncte 
solcher vier Tangenten u, x, y, z geht also immer ein Kegelschnitt B^ (UL)* 
Die drei Gruppen umfassen zusammen alle 28 Doppellangcnten t, und nehmen 
vier derselben, u, x, y und z, dreifach in Anspruch. 

2. Dagegen enthalten die drei Gruppen jedes Systems S^ zusammen 
nur je 18 Doppeltangenten t, indem jede der letztem zu Je zwei Gruppen 
gehört, also je zwei Gruppen sechs Tangenten gemein haben ; oder, wenn man 
die 18 Tangenten durch a, ai, /i,, o,, a«, «s; b, ^(, .... b^\ c, Cx^ .... c, 
bezeichnet, dafs etwa 

ab, üibiy €i|62, Oj^j, ^4^4, 4s^5 Paare der ersten, 

ac, aiCi, One 2^ a«!?), u^c^^ a^c^ Paare der zweiten, 
be, bfCiy ^2^9 ^3^3 9 ^4^4 9 ^5^5 Paaro der dritten 

Gruppe sind. 

Abgesehen von diesem Unterschiede haben alle Systeme folgende ge- 
meinsame Eigenschaft: 

j^Wähtt man aus den drei Gruppen eines Systeme S aus Jeder ein 
beliebiges Tanffentenpaar n, so liegen die 12 Berührungspunete derselben 
allemal in irgend einer Curve dritten Grads ^ W.*^ 
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Nach blofscr Combination mOrsten hiernach zu jedem System S 

6.6.6 = 216 
Curven B^ gehören, und u%\ Ganzen sollte es 

63.216 r= 140616 
Curven B^ geben. Allein dabei ist eine und dieselbe Cnrve mehr odor we- 
niger oft gezählt, so dafs die Zahl der von einander verschiedenen Curven B^ 
bedeutend geringer ist Zudem ist B' nicht immer eine Curve von aUge- 
meiner Form, vielmehr besteht sie, in der Mehrzahl der FfiUe, aus einem 
Kogelschniite und einer Geraden, oder aus drei Geraden; und zwar sind diese 
Kegelschnitte keine andern als die obigen 315 Kegelschnitte B^ (lIL),*und 
die Geraden bestehen nur ans den 28 Doppeltangenten / selbst. Nämlich es 
verhalt sich damit wie folgt. 

Bei Jedem System Sj^ wo Jede der vier gemeinschaftlichen Tangenten 
u, a:, y, z durch 4 und der durch ihre 8 Berfihrungspuncle gehende Kegel* 
schnitt B^ durch £o bezeichnet werden mug, bestehen von den 216Gnrven IP: 

a) 4 aus drei Geraden, nflmlich aus uxy, vxz, uyz und xyz^ 

b) 4 ans iBo+4, d. h. aus fij dnd je einer Geraden u, x, y oder «; 

c) 48 aus l'^-f ^f ^^* J^ ^^°^^ Geraden u, x, y, z und Je einem 
Kegelschnitte B^; und 

if) 160 aus eigentlichen Curven i9\ 
Bei jedem System S% dagegen bestehen die 216 B^: 

e) 6 aus je drei Geraden, nämlich aus abc, agb^ei^ ••«, ä^fy; 

f) 90 aus i^-f /, nlimlich uns je einem B^ und je einer der 18 Geraden 
Uj ^1, •••, ü«; b, 6], ... bi\ c, C|, ..«, C5; und 

g) 120 sind eigentliche Curven B^. 
Hiernach gfibe es im Ganzen: 

a. Solche B^, welche aus drei Geraden bestehen (a. und c): 
315x4+336x6 = 3276, 
was gerade der Zahl der Combinationen der 28 Doppeltangenten / zn Je dreien 
gleich ist, =28.27.26:6 = 3276. 

ß. Solche B\ welche aus Au+^u bestehen, wobei der Kegelschnitt AS 
durch die BerOhrungspuncte der Tangente /o geht (6.): 

315X4 = 1260. 
y. Solche B^, welche aus A^-f-< bestehen, wti B^ nicht durch die 
BerOhrungspuncte von t geht (c. und ^): 

315x48 + 336x90 = 45360, 

36* 
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d. Eigentliche, nicht in Theile zerfallende Carven 0' (i/. und yJ): 
315X160+336X120 = 90720, 
was snsammen die obige Zahl 140616 ansmachU 

/". Da es nun nur 315 Kegelschnitte B^ giebt (HI.)) >« O^O >^ber 
45360 vorkommen, so mufs jeder derselben 144 mal in Anspruch genommen 
sein , und da er dabei jedesmal mit einer der 24 Tangenten l, durch deren 
Berührungspuncte er nicht geht, verbunden ist, so mufs er mit jeder dieser 
Tangenten 144:24 =6 mal vorkommen, so dafs also unter (y.^ nur 

45360:6 = 7560 
verschiedene J9^ -f ' enthalten sind, von denen noch je 24 den nämlichen Kegel- 
schnitt B^ haben und sich nur durch die Tangente t von einander unterscheiden. 
<^. Da ferner in (dJ) jede Curve B^ durch die Berflhrungspuncte 
von 6 Tangenten t geht, welche 15 mal als 3 Paare n auftreten, so wird 
dieselbe auch 15 mal wiederholt, so dafs es also nur 

90720:15 = 6048 
verschiedene eigentliche Curven B^ giebt. 

Somit giebt es von einander verschiedene Curven B^ 
[a.] 3276, bestehend aus je 3/; 
[/}.] 1260, bestehend aus US+'u; 
[/".] 7560, bestehend aus 0^ + /; und 
[<^.] 6048 eigentliche Curven B"; 
also zusammen =18144. 

Das Hauptresultat ist in (&*.') enthalten, nfimlich: 
„Unter den 28 Doppeltangenten t einer Curve vierten Grads 
giebt ee, im Atigemeinen, 6048 mal 6 solche, deren i2 Berührungen 
puncte zusatnmen in irgend einer eigentlichen, nicht in Theile zerfallenden, 
Curve dritten Grads B^ liegen.'' 

VI. Die 63 Gruppen G (II.) ordnen sich nun ferner zu 4 und 4 
zu Systemen, iSf[4], und zwar dergestalt, dafs zu je drei Gruppen, welche 
nicht schon im Vorigen (V.) ein System iS> bilden, allemal eine, aber nur 
eine bestimmte vierte Gruppe gehört, die mit ihnen ein System S[4^ bildet. 
Dabei darf also auch die vierte Gruppe mit keinen zweien der drei ersten 
Gruppen ein System jS bilden. Es giebt im Ganzen 9765 Systeme 8[4}. 
Dieselben haben, unter andern, folgende gemeinsame Eigenschaft: 
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„Wählt man aus den vier Gruppen eines Systeins S^[4], aus jeder 
dn beßebißes Tangentenpaar n, so liegen die iß Berührungspuncte der^ 
selben allemal in einer Curve vierten Grads B^J* 

VIL Gleicherweise ordnen sich die 63 Gruppen zu 5 und 5 zu 
Systemen, iS[5], dergestalt, dafs zu jeden vier Gruppen, welche weder ein 
System jSf (V.) noch ein System i9[4] (VI.) bilden, allemal eine, aber nur 
eine bestimmte fünfte Gruppe gehört, die mit ihnen ein System iS[5] bildet, 
und wobei dann auch diese fünfte Gruppe weder mit zweien noch dreien von 
jenen vier Gruppen eines der vorhergehenden Systeme bildet. Es giebt 109368 
Systeme <S^[5]. Sie haben folgende Eigenschaft: 

,, Wählt man aus jeder der fünf Gruppen eines solchen Sgstetns 
j9[5] ein beliebiges Tangenlenpaar n, so liegen die 20 Berührungspuncte 
derselben allemal in mner Curve fünßen Grads B^.^ 

VIII. Ebenso ordnen sich die 63 Gruppen weiter zu 6 und 6 zu 
Systemen ^[6], so dafs zu je fünf Gruppen, welche unter sich keins der 
bisherigen Systeme bilden, atletnal eine, aber nur eine bestimmte sechste 
Gruppe gehört, die dann auch weder mit 2, noch 3, noch 4 von jenen 5 Gruppen 
eines der vorhergehenden Systeme bildet. Die Zahl der Systeme ^[6] ist 
=^874944. 

„Wählt man bei einem solchen Systetn 8[ß2 sechs Tangenten^ 
paare n beliebig, jedoch aus jeder Gruppe eins, so liegen ihre 24 Be^ 
rührungspuncfe allemal in einer Curve sechsten Grads 0^.** 

IX. Endlich ordnen sich die 63 Gruppen auch noch in Systeme <$[7] 
von 7 und 7 Gruppen, so dafs zu je sechs Gruppen, die unter sich keins der 
bbherigen Systeme bilden, allemal eine bestimmte siebente Gruppe gehört, 
welche ebenso mit keinen 2, noch 3, noch 4, noch 5 von jenen 6 Gruppen 
eines der früheren Systeme bildet. Die Zahl der Systeme jS[7] ist =3999744. 

„Wählt tnan aus den sieben Gruppen mnes solchen Systems <9[7] 
sieben Tangentenpaare beliebig, aus jeder Gruppe eins, so liegen ihre 
28 Berührungspuncte allemal in einer Curve siebenten Grads B^" 

Weitere Systeme zu 8, 9, . . . Gruppen giebt es nicht. 

Bemerkung. Wenn oben (VI, VII, VIII und IX.) gesagt wird: 
die 16, 20, 24, 28 Berührungspuncte liegen in einer Curve B^, B\ B^, B\ 
so ist darunter nicht zu verstehen, es seien diese Curven dadurch bestimmt 
(wie dies in (V.) der Fall war), — vielmehr gehen unendlich viele Curven 
desselben Grads durch die nfimlichen Puncto, — sondern es ist damit nur 
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gemeint: die Puncte hüben die besondere Eigenschaft^ dats solche Curven 
durch sie gehen können. Denn werden in der gegebenen Curve C^ eine 
gleiche Zahl Puncle wiUkQrlich angenommen, so gehen durch sie keine Curven 
von den respectivc angegebenen Graden, weil nfimlich von den 4ii Schnilt- 
puncten, welche eine Corvo n^ Grads J?** mit der gegebenen Curve C^ haben 
kann, bekanntlich nur 4/i — 3 willkOrlich angenommen werden dürfen, indem 
durch diese die 3 flbrigen schon bestimmt sind. 

X. Das Vorstehende giebt unter andern Anlafs zu folgenden Prägen 
oder Aufgaben. 

1. Welche Resultate erhält man. wenn die Sjfsteme m (VI.), 
(VII.), (VIII.) und (IX.) eben »o vmetändlich diectUirt werden, wie es 
oben (V.) mi7 den Systemen S geschehen ist? Oder insbesondere kann 
man fragen: ^pfTie oft yiebt es unter den 28 Doppeltangenfen t 8, 10, 
t2 oder 14 solche, deren 16, 20, 24 oder 28 Berührungspuncte be- 
ziehlich in eitler eigentlichen Curve B*, B^, B^ oder IT liegend 

2. Wie verhallen sieh die 63 Kegelschnitte G" (II.) rücksichtlich 
ihrer Lage zu einander? 

8. Welche Beziehung haben die 63 Curven dritten Grads G* 
(IV.) zu einander? Und 

4. Welche Beziehung habeti die 63 Curven dritter Classe K^ 

(IV.) rücksichtlich ihrer Lage zu einander? 

Berlin, im October 1852. 
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16. 

Anfgaben und LebrsAtze. 

(Von Herrn J. Steiner zu Berlin.) 

1. fySoU ein KegeUchnUt befchriehen werden , welcher durch drei 
gepebene Puncte geht und eine gegebene Curve n^" Grade in irgend 
einem Puncte oscuHrt C^reipunctig berührt) ^ so finden, im Allgemeinen^ 

3w(/i-l) 

Löenngen stätt^* — Kommen die gegebenen drei Puncte insbesondere In die 
gegebene Curve selbst zu liegen, so verringert sich die Zahl der Lösungen, 
und zwar mit jedem PuncI, der in die Curre tritt, um 2, so dars also, wenn 
alle drei in derselben liegen, die Zahl der Lösungen nur s=8it(ii — 1) — 6 

= 3(ii+l)(ii — 2) ist. 

2. VITie viele eoUhe Kegelschnitte gtebt es, welche eine gegebene 
Curve n^^ Grads tu irgend einem Puncte oscuUren und zudem entweder 

u. durch zwei gegebene Puncte gehen und eine gegeb^ie Gerade he- 
rühren} oder 

b. durch einen gegebenen Punct gehen und zwei gegebene Gerade be- 
rühren; oder 

c. drei gegebene Gerade berüliren? 

3. f^Soll ein Kegelschnitt beschrieben werden, welcher durch drei 
gegebene Puncte geht und eine gegebene Curve it''" Grads in irgend zwei 
Puncten berührt, so finden, im Allgemeinen, 

i(ll—l)ll(ll^-l)(ll + 2) — 4(11— 1)11 = ^(n*-f 2ii^ — 9ii^-f6n) 

Lösungen statt.*' — Kommen von den gegebenen Puncten, die a, b, c beifsen 
mögen, einer, oder zwei, oder alle drei in die gegebene Curve zu liegen, so 
vermindert sich die Zahl der Lösungen stufenweise; nflmlich alsdann befinden 
sich unter den lösenden Kegelschnitten auch solche, welche die Curve iu den 
gegebenen Punclen selbst berOhren, und dann fallen mit jeder solchen fie* 
rflhrung zwei der genannten Kegelschnitte in einen zusammen« Liegt z. B. 
der erste Punct a in der Curve, so wird sie von n^-f ^~^ ^^^ genannten 
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Kegelscbütte in a selbst berflbrt, und somit vermindert sich die Zahl der 
Lösungcu ebenfalls um it^-f-it — 4. Oder zfihlt man dabei blofs diejenigen 
Kegelscbnitle, welche nicht in a berflÜren, so ist ihre Anzahl am 

3(»»-|-ii_4) 

geringer, als die obige GesammtzahL Und tritt nnn ferner auch der zweite 
Ponct b in die gegebene Corvo , so verringert sich die Anzahl derjenigen 
Kegelschnitte, welche weder in a noch b berfihren, anf*s Nene um 

2(n^+ii-6); 

und gelangt auch noch der dritte Punct c in die Corvo, so verhindert sich 
die Zahl der Kegelschnitte, welche weder in a, noch b, noch e berObren, 
abermals um 

so dafs also nur noch 

4(n*+2ii^— 21n^— 6»-f-72) = i(n— 3)(«— 2)(ii+3)(ii-f-4) — 2(ii— 3)ii 

solche Kegebchnitte Obrig bleiben, indem die Verminderungen zusammen 

6(iiH« — 6) 
betragen. Die andern Kegelschnitte reduciren sich auf je ii^-f^~®9 welche 
beziehlich im Puncte a oder b oder c berQbren, und ferner auf drei , welche 
beziehlich in a und b, a und e, b und c berflbren; zihlt man die erstem 
doppell und die letzlern vierfach, so kommt richtig 

3(11^ + 11 — 8)x2-f 3x4 = 6(n'+ii — 6). 

Werden aber diese (in a, b, c berQhrenden) Kegelschnitte auch nur einfach 
gezfihlt, was = 3(ii^-|-'^~^) ausmacht, so betrfigt die Zahl aller Kegel- 
schnitte nur noch 

i(ii*4-2n^ — 1511^30) = |ii»(ii— 3)(ii + 5)+15, 

und dann sind 

3(n'^ii — 5) 

Kegelschnitte als verschwunden anzusehen. 

Wie man bemerken wird, ist in dem obigen Satze, unter andern, aneh 
der bekannte besondere Satz enthalten: rJ)af9 durch drei gegebene Pmwte, 
im Allgemeinen, vier Kegelschnitte gehen, welche einen gegebenen Kegeln 
echnitt doppelt berühren Coder welche zwei gegebene Gerade berühren).*' 
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4. Aus der vorstehenden Auseinandersetzung (3.) ergeben sich fol- 
gende specielle Sätze. 

I. yfSoll ein Kegelschnitt eine gegebene Curve n^^" Grads in einem 
(auf ihr) gegebenen Puncte , a, osculiren und dieselbe nebstdem noch in 
irgend zwei andern Puneten berühren, so finden, im Allgemeinen 

i(n*+2ii' — 21ii'-6»-f72) 
Lösungen statt." Und 

IL „Soll der Kegelschnitt die gegebene Curve in einem gegebeneti 
Puncte a vierpunctig und nebstdem noch in irgend einem andern Puncte 
(einfach) berühren, so giebt es, im Allgemeinen, 

ii(ii-[-l)-8 



5. Ähnlicberweise ergiebt sich aus dem Satze (1.) der folgende spe- 
cielle Satz: 

y^Soll ein Kegelschnitt eine gegebene Curve n^^" Grads in einem 
gegebenen Puncte a und noch in irgend einem andern Puncte osculiren, 
so finden 

3ii(n— 1) — 9 
Lösungen statt/' 

6. Wie viele solche Kegelschnitte giebt es, welche eine gegebene 
Curve n*^" Grads doppelt berühren und zudem entweder 

a. durch zwei gegebene Puncte gehen und ^ine gegebene Gerade be- 
rühren; oder 

b. durch einen gegebenen Punct gehen und zwei gegebene Gerade be- 
rühren; oder 

c. drei gegebene Gerade berühren ? 

7. In Röcksicht der obigen Sfllze (1.) und (3.) mögen noch folgende 
besondere Fälle hervorgehoben werden. 

I. jjHat eine Curve 2n^''' Grads drei n fache Puncte, aber aufser- 
dem keine andere vielfache Puncte, und soll ein Kegelschnitt durch jene 
drei Puncte gehen und zudem die Curve entweder 

a) in irgend einem andern Puncte osculiren: so ist die Zahl der Lö- 
sungen = 3ii(ii — 2); oder 

b) in irgend zwei andern Puneten berühren: so ist die Zahl der Lö- 
sungen = iw(n — 2)(n — 3)(n-f 3)/' 

Greuels Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 37 



27() iO' Si einer ß Aufgabe$i und Lehrsätze, 

II. y^Hat eine Curve 2»^*'" Grads zwei n fache und einen (n—i) fachen 
Puncto aber sonst keine vielfache Puncte, und soll ein Kegelschnitt durch 
dieselben gehen und zudem die Curve entweder 

a) in irgend einem andern Puncte osculiren : ho ist die Zahl der L(h 
sungen =3(w-f l)(w— 1); oder 

b) in irgend zwei andern Puncten berühren: so ist die Zahl der Lö- 
sungen = ^(w-j l)(ii— l)(w— 2)(« + 4)/' 

III. yyHat eine Curve (2«— 1)^"'* Grads drei (n—i) fache Puncte, 
aber sonst keinen vielfachen Punct, und soll ein Kegelschnitt durch diS" 
selben gehen und nebstdem die Curve entweder 

a) in irgend einem andern Puncte osculiren: so ist die Zahl der Lö- 
sungen =3(w-}"l)(^"~l)5 oder 

bj in irgend zwei andern Puncten berühren: so ist die Zahl der Lö- 
sungen = -i(ii-|-l)(w— l)(/i~2)(/i + 4)," 

IV. yfHat eine Curve (2w — ty"" Grads einen n fachen und zwei 
{n—\) fache Puncte, aber aufserdem keinen vielfachen Punct, und soll 
ein durch dieselben gehender Kegelschnitt die Curve entweder 

a) in irgend einem andern Puncte osculiren : so ist die Zahl der Lö- 
sungen = 3n(» — 2); oder 

b) in irgend zwei andern Puncten berühren: so ist die Zahl der Lö- 
sungen = ^n(ii — 2)(ii — 3)(w-f 3V' 

8. Wenn irgend zwei Krümmungskreise eines Kegelschnitts der 
Gröfse und Lage nach gegeben sind, den Ort seines Mittefpuncts zu 
finden. — y^Der Ort der Geraden, welche durch die je zwei Puncte geht, 
in denen die Kreise vom Kegelschnitte osculirt werden, ist eins Curve 
6*'^ Classer 

9. y^Die einer Ellipse eingeschriebefien n Ecke von gröfstem Um- 
fange haben gleichen Umfang (s. Bd. 37. S. 189 -—191 dieses Journals). 
Diesen Umfang zu finden , wenn die Ellipse gegeben ist.'' 

10. I. Unter allen einer gegebenen Ellipse eingeschriebenen Drei- 
ecken von gröfstem Inhalte dasjenige zu bestimmen, dessen Umfang ein 
Maximum oder ein Minimmn ist. 

IL Unter allen einer gegebenen Ellipse eingeschriebenen Drei'- 
ecken vom gröfsten Umfange dasjenige zu finden, dessen Inhalt ein 
Maximum oder ein Minimum ist. Oder allgemeiner: 
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IL L Unter allen einer ^eff ebenen Ellipse eingeschriebenen 
n Ecken von gröfstem Inhalte dasjenige zu finden y dessen Umfang ein 
Maximum oder ein Minimum ist. Und 

IL Unter allen einer gegebenen Ellipse eingeschriebenen n Ecken 
von grofstem Umfange dasjenige zu finden, dessen Inhalt ein Maximum 
oder ein Minimum ist. 

In BetreiF des Vierecks findet sich die letzte Frage (II.) in meiner 
schon citirten Abhandlung (s. Bd. 37. S. 184 dies. Journ.) bereits beantwortet^ 
nfimlich y^der Inhalt des Vierecks ist ein Maximum oder ein Minimum y 
je nachdem seine Seiten den gleichen conjugirten Durchmessern oder den 
Axen der Ellipse parallel sind.'' Aber auch die erste Frage (I.) ist für 
das Viereck leicht zu beantworten, und zwar fast gleichlautend, nämlich: 

y^Unter allen einer Ellipse eingeschriebenen Vierecken von gröfs^ 
lern Inhalte ist der Umfang desjenigen ein Maximum , etwa = u , wel- 
ches die Axen der Ellipse zu Diagonalen hat (oder dessen Seiten den 
gleichen amjugirten Durchmessern parallel); dagegen ist der Umfang 
desjenigen ein Minimum, =iii, welches die gleichen conjugirten Durch- 
messer der Ellipse zu Diagonalen hat (oder dessen Seiten den Axen 
parallel sind).'' Dabei ist, wenn a und b die Halbaxen der Ellipse sind: 

und daher: 

u^ — u] = 8{a — b)\ 

12. y^Sind a und b, Ui und bi die Axen zweier confocaler Ke- 
gelschnitte, etwa zweier Ellipsen E^ und Ei^ und sind dieselben so 
beschaffen, dafs 

I. A+A = i, 

SO giebt es unendlich viele solche Dreiecke, welche der Curve JE^ ein- 
und zugleich der Curve Ef umgeschrieben sind." ,^Und sind die Axen 
so beschaffen, dafs 

II. a^ :b^ z= Ui : bi , 

so giebt es unendlich viele solche Vierecke, welche der JE^ ein- und zu- 
gleich der El umgeschrieben sind." 

13. yy Welche Relation mufs zwischen den Axen zweier confo- 
caler Kegelschnitte E'^ und Ei statt finden, damit sich ein nEck dem 
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einen ein- und zugleich dem andern umschreiben läfst? — Sobald sich 
nämlich nur irgend ein itEck auf die geforderte Art beschreiben läfst, so 
lassen sich, zufolge eines schönen Satzes von Poncet et, unendlich viele 
andere n Ecke eben so beschreiben. Und alsdann haben alle diese n Ecke 
gleichen Umfang, und zwar unter allen der Curve E^ eingeschriebenen 
n Ecken den größten, und unter allen der Curve E^ umgeschriebenen n Ecken 
den kteinnten Umfang (s. dies. Journal Bd. 37. S. 189). 

Berlin, im November 1853. 
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17. 

Über die Doppeltaogenten der Curven vierter 

Ordnung. 

(Von BaiTB Otto He9$e, Professor an der Universität zu Königsberg.) 



§1. 
JDer geometrische Ort des Pols einer gegebenen geraden Linie 
' in einem Systeme Kegelschnitte, welche sich in denselben 4 Puncten 
schneiden, ist wieder ein Kegetsc/Mitt. 
Man kann noch hinzufQgen, dafs dieser Kegelschnitt immer durch dieselben 
3 Pnncte hindurchgeht, wenn man die gerade Linie variiren Ififst, nfimlich dnrch* 
die 3 Diagonalpancte des Viereckes, dessen Ecken jene 4 Schnittpnncte sind. 
Dieser bekannte Satz der ebenen Geometrie läfst sich anf doppelte 
Art anf den Raum ausdehnen, indem man ffir die gerade Linie eine Ebene 
sobstitnirt und fflr das System von Kegelschnitten entweder ein System von 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 8 im Räume gegebene Pnncte 
hindurchgehen, oder ein System von Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch 7 gegebene Puncto hindurchgehen. 

Im ersten Falle erhfilt man den von Chasles in seinem ^Aperpa 
historique etc. not. 33 "" angegebenen Satz, nämlich: 

Wenn mehrere Oberflächen zweiter Ordnung durch 8 gegebene 
Puncte gehen, so ßegen die Pole irgend einer Ebene ^ in Bezug auf 
diese Oberflächen genommen, auf einer Curve doppelter KrüfMnung 
von der dritten Ordnung. 
Diese Curve Isfst sich allein für sich nicht als die Schnitlcurye zweier Ober- 
flächen zweiter Ordnung darstellen, sondern immer nur in der Verbindung mit 
einer geraden Linie, welche die Curve dritter Ordnung in zwei verschie- 
denen Puncten schneidet. Es ist noch zu bemerken , dafs die genannte Curve 
doppelter Krflmmung von der dritten Ordnung, durch die Spitzen der vier Kegel 
zweiter Ordnung hindurchgeht, welche sich durch die 8 gegebenen Poncte 
hindarchlegen lassen. 

In dem andern Falle erhfilt man folgenden Satz: 
Der geometrische Ort des Pole einer gegebenen Ebene in einem 
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System von Oberflächen zwmUr Ordnung^ welche durch 7 gegebene 
Puncle hindurchgehen, ist eiuc Oberfläche dritter Ordnung. 
In der Thai: wenn 

(1.) /^=0, y = 0, v = 

die in RQcksichl anf die Coordinaten x, y, z, p homogenen Gleichungen von 
irgend drei Oberflfichen zweiter Ordnung darstellen, welche durch 7 gegebene 
Puncto hindurchgehen, und man äetst 

(2.) 2F=;/4.iy+.uv;, 
so ist 21^=0' mit den willkfirlichen Constanten x, l, /tt die Gleichung einer 
beliebigen Oberfläche- zweiler Ordnung, welche durch die 7 gegebenen Puncto 
hindurchgeht. Wenn ferner die Gleichung der gegebenen Ebene 

(3.) aX'{'by-\'CZ'\'dp = 

"ist, und man libi x, y^ z, p die Coordinaten des Poles der genannten Ebene 
in ROoksfoht auf die Oberfläche 2F^^0 bedeuten, so hat man folgende 
Gleichungen : 

*f/^+Ay>-f iuvV + yrf = 0; 

woraus man durch Elimination von x, X, fi, v, und wenn man die Determi- 
nante durch A bezeichnet, nämlich: 

fx (p^x %i/x a 

fr yV v^y * 

fz q/z rf/z c 

fp V> V^P 
die Gleichung Yom dritten Grade in ROcksicht auf die Coordinaten des Pols 

(5.) 4 = 

erhält, welche der Oberflädie dritter Ordnung zugehOrt, die durch den Pol 
beschrieben wird« 

Da der Pol jeder beliebigen Ebene, in Rttcksicht auf einen K^gel 
zweiter Ordnung, die Spitze des Kegels ist, und durch die 7 gegebenen 
Puncto ein ganzes System von Kegeln zweiter Ordnung sich hindurchlegen 
läfst, so werden die Spitzen dieser Kegel auf der Oberfläche dritter Ordnung 
liegen, nnd man kann den angegebenen Satz wie folgt yervollständigeii: 



(4.) A = 
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Auf der yenannten Oberfläche dritter Ordnung tiegl die Cmrve, 
ttetcke die Spitze des Kegete zweifer Ordnung beschreibt, der durch 
die 7 gegebenen Puncte hindurchgeh/. 

Es schneiden sich also alle Oberflächen dritter Ordnung, ^=0, welche 
man erhält, wenn man die Ebene (3.) beliebig variiren läfst, in der Curve, 
welche die Spitse des Kegels sweiter Ordnung beschreibt, der durch die 7 
gegebenen Pnncte hindurchgeht 

Diese Curve der Kegelspitzen wollen wir nun zunächst betrachten. 

Wenn man annimmt« x, l, /i seien so bestimmt, dafs 2F=0 snr 
Gleichung eines Kegels wird , und man läfst x, y, z, p die Coordinaten der 
Spitze P des Kegels bedeuten, so hat man folgende Gleichungen: 

i2F'x == xf'x'\'l(p'X'\'iLiip'x = 0, 
2F'z = xf'z^X(p'Z'\-fiy/z = 0, 
2F> = ^rp^^WP^^t^V^P = 0- 

Durch Elimination von x, X, fi aus je drei Gleichungen erhält man 
nun folgende Gleichungen von vier Oberflächen dritter Ordnung: 

rm % dif /v oA ^ oA g\ oA g^ 

^^'^ -57 = ^' ir^^' -^ = ^* 07 = ^' 
welche Oberflächen sämmtlich durch die Curve der Kegelspitzen hindurch- 
gehen; woraus sich wiederum die allgemeine Gleichung ^1 = mit den will- 
kOrlichen Constanten a, b, c, d derjenigen Oberfläche dritter Ordnung zu- 
sammensetzen läfst, welche durch die Curve der Kegelspilzen hindurchgeht. 

Irgend zwei von den Oberflächen dritter Ordnung ^ = schneiden 
sich jetzt in einer Curve doppelter Krümmung von der 9ten Ordnung; unter 
welcher eine Curve zn verstehen ist, die von jeder beliebigen Ebene in 9 
Puncten geschnitten wird. In der Tbat schneidet jede der genannten Ober- 
flächen die beliebig angenommene Ebene in einer ebenen Curve dritter Ord- 
nung, und zwei solcher Curven schneiden sich bekanntlich in 9 Puncten. 

Diese Curve 9ter Ordnung zerfällt in eine Curve 6ter Ordnung, in 
welcher die Kegelspitzen liegen, und in eine Curve 3ter Ordnung, in welcher 
die Kegelspitzen nicht liegen. Ich werde diese Behauptung dadurch recht- 
fertigen, dafs ich zwei Oberflächen ^ = angebe, welche eine gegebene 
Ebene in zwei ebenen Curven 3ter Ordnung schneiden , deren 9 Schnittpuncte 

38» 
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so beschaffen sind, dafs 3 derselben mit den beiden Oberflächen AtxsO va- 
riiren. Diese 3 Puncte können dann nicht die Spitzen von Kegeln sweiter 
Ordnung sein, welche durch die gegebenen 7 Pnncte bindarchgehen, weil die 
Curve der Kegelspitzen die gegebene Ebene in ganz bestimmten, nicht varia- 
beln, Puncten schneidet. 

Da die Gleichung A = die willkürlichen Conslanten a, b, c, d ent- 
halt, so kann man diese Constanten auf mehrfache Weise so bestimmen, dafs 
die Oberflache ^ = durch 2 in der gegebenen Ebene beliebig angenommene 
Puncte hindurchgeht. Es seien B = und Ct=0 zwei solche Oberflachen 
il = 0, welöhe durch die beiden in der gegebenen Ebene beliebig angenom- 
menen Pnncte hindurchgehen. Jede dieser beiden Oberflachen schneidet nun 
die gegebene Ebene in einer ebenen Curve Bter Ordnung, und die beiden 
Curven Bter Ordnung schneiden sich in 9 Puncten, von welchen zwei die 
beliebig angenommenen Puncte sind. Erwfigt man aber, dafs durch 8 Schnitt- 
pnncte zweier ebenen Curven 3ter Ordnung der 9te Schnittpunct bestimmt 
wird, so wird, wenn man 2 von den 9 Schnittpuncten, wie in unserem Falle, 
beliebig variiren kann, mit ihnen zugleich noch ein dritter Schnittpunct va- 
riiren. Mithin sind von den 9 Schnittpuncten 3 mit den Oberflachen £f = 
und C=0 variabel, welche deshalb nicht Kegelspilzen sein können. Es bleiben 
also 6 Kegelspitzen in der gegebenen Ebene übrig. Diese Bemerkungen 
lassen sich in dem folgenden Salze zusammenfassen. 

Der geometrische Ort der Spitzen der Kegel, welche durch 7 ge^ 
gebene Puncte des Raumes hindurchgehen, ist eine Curve doppelter 
Krümmung 6ter Ordnung. 

Man wird den Beweis dieses Satzes nicht für vollständig gelten lassen 
Wollen, da im Grunde nur bewiesen wurde, dafs die Curve der Kegelspitzen 
nicht von einem höheren Grade als vom 6ten sein kann. Wif werden des- 
halb in (§.4.), weicher von den Schnittpuncten einer Oberflache 2ter Ordnung 
mit der Curve der Kegelspitzen handeln wird, auf diesen Satz wieder zurück- 
kommen und einen neuen Beweis des Salzes aufstellen. 

Der geometrische Ort des Pols, dessen Polar "Ebenen, in Bezug 

auf die Oberflächen 2ter Ordnung, welche durch 7 gegebene Puncte 

des Raumes hindurchgehen, sich in derselben geraden Linie schnei^ 

den, ist die Curve der Kegelspitzen. 

In der That: die Bedingungsgleichungen, welche die Coordinaten ^ , y, z, p 

des Pols P zu erfüllen haben, wenn die Polar-Ebenen desselben in Bezog 
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aof die drei Oberflächen /*=0, ^ = 0, i^s=0 sich in derselben geraden Linie 
schneiden, sind eben die Gieichangen (6.)* 

Diese Curve der Kegelspitzen ist wieder eine solche Cnrve doppelter 
Krttmmung, welche sich nicht als die Schnittcorre sweier algebraischen Ober- 
flächen darstellen läfst. Denn da die genannte Corvo von der 6len Ordnung 
ist, so könnte sie nur die Schniltcarve einer Oberflache 3ter Ordnung und 
einer Oberfläche 2ter Ordnung sein. Wir werden aber spflter sehen, dafs 
die Curve der Kegelspitzen nicht auf einer Oberfläche 2ler Ordnung liegen 
kann. Sie tritt daher immer nur in Verbindung mit einer anderen Curve 
als der Schniltcurve zweier Oberflächen auf; wie wir sie denn auch im Vorü- 
bergehenden als die Schnittcurve zweier Oberflächen ^ = von der dritten 
Ordnung in Verbindung mit einer Curve Ster Ordnung dargestellt haben. 

§. 2. 
Da sich die Curve der Kegelspilzen, als die Schnittcurve zweier Ober- 
flächen, nur in Verbindung mit einem OberflOssigen Factor ausdrücken läfst^ 
so wollen wir die Coordinaten eines beliebigen Punctes P der genannten 
Curve bestimmen und zwar befreit von jeder fremdartigen Beimischung. Wenn 
man zu diesem Zwecke die Function 2ir nach den Potenzen und Producten der 
Coordinaten des Puncts P ordnet, so erhält man einen Ausdruck von der Form : 
(8.) 2P = u^x^ -{- v^y^ -{-Vjyz^ '\^ u^p^ -{^ 2ui2a:y-\'2UiiXZ'\'2ui^xp 
-\-2u^yZ'\-2u^^yp'\-2uy,zp, 
in welchem die CoSfficienten u lineare homogene Ausdrücke der Gröfsen 
Xß l, /t bedeuten. Bezeichnet man ferner durcb J die Determinante der 
Function F, welche die aus den zweiten partiellen Dilferentialquotienten der 
Function gebildete Determinante 

ITa Wi2 Wn ««14 

~ tl3| t/32 «35 «14 
W«l «42 «45 «44 

ist, so erhält man als das Resultat der Elimination der Coordinaten des Puncts P 
ans den Gleichungen (6.) die Gleichung 

(10.) z/ = 0. 
Diese Gleichung ist die Bedingungsgleicbung, welche erfüllt werden mufs, wenn 
die in Rücksicht auf die Coordinaten des Puncts P linearen Gleichungen (6.) 
zu gleicher Zeit bestehen sollen. Man sieht hierans, dafs die Gröfsen x, l, ju 
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in den Gleichungen (6.) nicht beliebig angenommen werden können, sondern« 
der» sie der Gleichung (10.) genflgen mflssen. 

Betrachtet man die genannten Gröfsen als die Coordinalen eines Pnncts IT 
in irgend einer Ebene , so stellt die Gleichung (10.) eine eliene Cnrve dar, 
welche von der 4tan Ordnung ist, weil J in Rflcksicht auf die Coordinaten 
des Pnncts IT deraelban Ordnung angehört. Wählt man nun auf dieser ebenen 
Cnrve 4ter Ordnnag irgend einen Pnnct IT, so werden die Coordinaten des- 
selben ffir X, l, fi, in die Gleichungen (6.) gesetzt, diese Gleichungen erfOli- 
bar machen; und durch Auflösung von dreien dieser Gleichungen wird man 
die Coordinaten eines Pnncts P der Cnrve der Kegelspitsen erhalten, welche 
augleich der vierten Gleichung (6.) genOgen. Man sieht hieraus, wie Jedem 
Puncto IT der ebenen Curve 4ter Ordnung ein bestimmter Punct P der Cnrve 
der Kegelspitsen entspricht, und dafs der Punct P die Curve der Kegelspitaen 
beschreibt, wenn der entsprechende Punct IT die ebene Curve 4ler Ordnung 
durchlauft Ebenso entspricht auch umgekehrt jedem Puncto P der Curve 
der Kegelspilsen ein Punct 77 der Curve 4ter Ordnung. 

Diese beiden Curven stehen in einem Reciprocilits- Verhältnisse, welches 
analytisch durch die Gleichungen (6.) ausgedrOckt ist, und welches ich in den 
folgenden Paragraphen weiter entwickeln werde. 

Die Pnnotion J ist, wie schon erwfihnt wurde, eine homogene Function 
4ter Ordnung in RQcksicht auf die Coordinaten des Pnnctes 77. Sie ist eine 
allgemeine Function von dieser Gattung, wenn man die 30 Coöfficienten, 
welche die Function 2F enthalt und aus welchen die 15 Termen der Ent- 
wickelung von J susammengesetat sind, unbestimmt Ififtt. Man kann sogar 
Aber einige dieser 30 Coöfficienten nach Belieben verfOgen, ohne die Function J 
dadurch den Character der Allgemeinheit zu nehmen. Aus diesem 'Granda 
elellt die Gleichung J=0 eine beliebige ebene Curve 4ter Ordnung dar, 
und die Eigenschaften, welche wir in den folgenden Paragraphen an dieser 
Curve 4ter Ordnung entwickeln werden, haben allgemeine Gflltigkeit für die 
ebenen Curven 4ter Ordnung. 

Zu eben derselben Gleichung (10.), nur durch einen constanlen Factor 
verschiedenen, gelangt, man auch, wenn man fflr die Coordinaten des Pnncts P 
in der Function 2F lineare Substitutionen neuer Variabein macht, hierauf nach 
diesen neuen Variabein differentürt, die DifTerentialquotienten gleich aetil, 
um die den Gleichungen (6.) entsprechenden an erhalten, und aus diesen 
Gleichungen die neuen Variabein eliminirl. In der That: macht man die Snb-- 
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stitotionea : 

[p == p,x-\^y,r^p,z-\^p,p, 

80 gebt durch dieselbeo die FnncUon 2F in 

(13.) 2F = F„ J?+ F« r»-|-F„Z' 4- F«4P*-f 2F„ Jrr-f 2F„ JCZ 

+ 2F„J:P+2F» FZ-f 2F„ YP+iF^ZP 

Ober; in weichem Ausdrucite der Kürze wegen 

(13.) F„ = x,F'ar, + y,F'r, f 0,/?««,+,,,^/,, 

gesetzt ist. 

Bildet man nun das den Gleichungen (6.) entsprechende System 

(14.) 2F'X=0, 2F'r==0, 2F'Z = 0, 2F'P = 

ond bezeichnet durch ^ die aus den CoSfficienten der neoen Variabein in 
diesen Gleichungen gebildete Determinante: 

^11 i*'i2 f^n 1*114 

\r.|-^ ^n ^n fn F^^ 

^31. -'^» ''as «^W 

[J^^i JPVa J^ JP'44 

SO wird 

(16.) F =0 

das Resultat der neuen Variabein ans den zuletst genannten 4 Gleichungen (14.), 
und man erhalt: 

(17.) Jf^ = F; 

in welcher Gleichung r die Determinante bedeutet, gebildet aus den Coöf- 
fidenten der Substitutionen (11.) (S. dieses Journ. Bd. 42, S. 118). 

§. 3. 
Eine in der Ebene der Curve 4ter Ordnung J=0 gegebene gerade Linie 

(18.) Ax'\'Bl-\-Cfi = 

schneidet die Curve in 4 Puncten 77. Wir wollen untersuchen, welche Eigen- 
scbaften die diesen 4 Puncten entsprechenden Funde P der Curve der Kegel- 
spitsen seigen. 



(19.) 
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Setzen wir zn diesem Zwecke den Werth von fi aus der Gleichung (18.) 
in das System Gleichungen (6.)^ so geht das letztere in 

Aber. Diese Gleichungen bestimmen aber die Spitzen P von 4 Kegeln zweiter 
Ordnung, welche sich durch die Schnittcurve der beiden Oberflächen 2ter Ordnung 

hindurchlegen lassen. In der That: eliminirt man aus den Gleichungen (19.) 
die Coordinaten der Spitze P des Kegels, so erhalt man eine Gleichung 

4ten Grades in — ' 

deren Wurzeln die 4 Kegel bestimmen. Es ist hierdurch folgender Salz 
bewiesen : 

Den 4 Schnillpuncten U der ebenen Curve 4ter Ordnung J = 
und einer beliebigen geraden Linie entsprechen in der Curve der 
Kegelspitzen 4 Puncte P, welche die Spitzen von 4 durch die 7 
gegebenen Puncte gelegten Kegeln 9ter Ordnung sind, die sich m 
einer und derselben Curve schneiden. 

Da zwei von den genannten 4 Kegelspitzen die beiden anderen be- 
stimmen, so kann man auch sagen, 

dafs umgekehrt den Spitzen P von 4 Kegeln 9ter Ordnung, welche 
durch die 7 gegebenen Puncte hindurchgehen, 4 in einer geradem 
Linie liegende Puncte FF entsprechen, wenn die Kegel sich in einer 
und derselben Curve schneiden. 

Den Schnittpuncten einer zweiten geraden Linie 
(21.) A,x-{-B,X + C,fi =^0 
und der Curve 4ter Ordnung J=^0 entsprechen auf der Curve der Kegel- 
spitzen 4 Puncte, welche die Spitzen von 4 Kegeln zweiter Ordnung sind. 
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die sich in der dorcti folgende beiden Oberflächen bestimmten Cnrve schneiden : 

Die Werlhe der Coordinaten^ welche den Gleichungen (20.) ^ ebenso 
die, welche den Gleichungen (22.) genOgen, genfigen auch der Gleichung: 

(23.) f(BC, — B,C) + (p{CA, — C,A)'{'yj {AB, — A,B) = 0. 

Daher liegen die beiden Curven (20. und 21.) auf einer und derselben Ober- 
flfiche 2ter Ordnung (23.) «i welche durch die 7 im Räume gegebenen Puncte 
hindurchgeht. Diese Oberflflche bleibt ungeflndert, wenn man die gerade 
Linie (18.) um den Schnittpunct derselben und der geraden Linie (21.) be- 
liebig dreht. Es läfst sich also sagen: Wenn K, L, M die Coordinaten 
eines beliebigen Puncts n in der Ebene der Curve 4ter Ordnung ^ = 
bezeichnen und man dreht um diesen Punct eine gerade Linie, welche die 
Curve in 4 Puncten IT schneidet, so sind die den 4 Schnittpuncten ent- 
sprechenden Puncte P die Spitzen von 4 durch die 7 Puncte des Raumes 
gehenden Kegeln 2ler Ordnung, welche sich in einer Cnrve schneiden, die 
auf der Oberfläche liegt, deren Gleichung 

(24.) Ä/^+ Lip + Mtp = 

ist. Diese Oberfläche wird durch die zuletzt genannte Curve erzeugt. Nimmt 
man die Oberfläche (24.) als gegeben an, so lassen sich unendlich viele Cur- 
ven (20.) auf ihr durch die 7 Puncte gehend construiren, und jeder dieser 
Curven (20.) entspricht eine durch den Punct n gehende gerade Linie (18.). 
Wenn diese gerade Linie zur Tangente der Curve J = wird^ so wird die 
ihr entsprechende Curve einen Doppelpunct haben ^ indem dem Tangirungs- 
puncte der Tangente der Doppelpunct der Curve entspricht. Es giebt also 
auf der Oberfläche (24.) 12 Curven (20.), welche durch die 7 Puncte hin- 
durchgehen und einen Doppelpunct haben. Die 12 Doppelpuncte sind die 
Schnittpuncte der Oberfläche (24.) mit der Curve der Kegelspitzen. Der Be- 
weis dieser Behandlung läfst sich leicht mit Hflife des ersten Satzes des fol- 
genden Paragraphen geben. 

Die Spitzen der 4 Kegel 2ter Ordnung, welche durch die auf der 
Oberfläche (23.) liegende Curve (20.) geben, bilden ein System harmonischer 
Pole der Oberfläche. Ebenso bilden die Spitzen der 4 Kegel 2ter Ordnung, 
welche durch die auf derselben Oberfläche (23.) (legende Curve (22») hin- 
durchgehen, ein System harmonischer Pole der Qberfläche. Wir haben also 
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zwei Systeme harmonischer Pole derselben Oberflache 2ter Ordnung, welche 
sich, wie in (diesem Journal Bd. 20. p. 296) gezeigt worden ist, als die 8 
Schnittpuncte dreier Oberflflcben 2ter Ordnung betrachten lassen. Demnach 
haben wir folgenden Satz: 

Den 8 Schnittpuncten 11 zweier geraden Linien und der ebenen Curve 
4ler Ordnung J=iQ entsprechen 8 Puncte P in der Curve der Kegel-- 
spitzen, welche die Schnittpuncte dreier Oberflächen 2ter Ordnung sind. 

§4. 

Die Gieicliungen (6.) werden zu folgenden, wenn man sie nach den 
Coordinalen des Puncts P ordnet: 

!F'x = M„a? -f UaX + «„a -|- UuP = 0, 
F'y = «„*-!- tt„y-j- Ma« + ti,4A> = 0, 

Auf Je drei dieser Gleiehangen ergeben sich die Verbältnisse der Coordinaten 
des Pnncts P. Um sie beqaem darzustellen, wollen wir 

setzen, indem wir unter dem Zeichen ^ den partiellen Differentialquotienten 

von J nur nach u„^^ genommen verstehen, unbekftmmert darum, dafs u^^^=u^^^ 
ist. Unter dieser Voraussetzung erhfilt man: 

j? : y : « : /i = I7a : 17,2 : I7|, : £^44 

= ün'' 17«: r«: £7«, 

woraus, wenn man durch (f einen unbestimmten Codfficienten bezeichnet, fol~ 
gendes, dem Systeme (6.) aequivalente System von Gleichungen hervorgeht: 

m^ =pl7„, f =(fü„, e =pl7„, p" =I/m, 
•-' ^xz = (fUa-, yp = (fU^*, 

xp = qUu. 

Da die Gröfsen U in diesen 10 Gleichungen in RQcksicbt auf die 
Coordinateq des Pnncts /7 homogene Functionen dritter Ordnung sind, also 
linefire Ausdrflcfce in Rflcfcsicbt auf die 10 Produete 3^, X\ ft\ i?l, i^/A, X'x, 
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l^fA, fi^x, fi^l, xXf4, so kann man auch jene 10 Gleichungen nach diesen 10 
Prodncten linefir auflösen, wodurch sich Gleichungen von der Form: 

!^= 'lIM ^^^=*1129 ^^=^221^ A^*=^3SI^ 
i?=.V^, *^Ai=F,^, XV=F^, fi'l=V^, 

ergeben, in welchen Gleichungen die Gröfsen V homogene Functionen zweiter 
Ordnung in Rflcksicht auf die Coordinalen des Puncts P darstellen. 

Es geht nun durch die Substitutionen (27.) die Gleichung einer Ober- 
fläche 2ter Ordnung: 

(29.) au^+^>^4"**' 2ai2xy-|-'"* = 0, 
in die Gleichung einer ebenen Curve Ster Ordnung: 

(30.) «11^11 + 0121722+ ••• 2ai2*7i2+ ••• = 0, 
Ober; und umgekehrt geht durch die Substitutionen (28.) die Gleichung einer 
ebenen Curve Ster Ordnung: 

(31.) /?m^+/?222iH ••• ^ßn2^H ••• 6Ä23afiA^ = 0, 
in die Gleichung einer Oberfläche 2ter Ordnung: 

(32.) /?uil^m + /3222F«2+ ••• Sßn2Vn2+ •• GßmV^ = 0, 
Ober. 

Hieraus läfst sich schliefsen, 
di^e den Schmttpuncten P der Curve der Kegetspüzen und einer be- 
liebigen Oberfläche Hier Ordnung die Schniltpuncte 11 der Curve 4ler 
Ordnung J = und einer durch die Oberfläche bestimmten Curve 
Ster Ordnung entsprechen} und dafs umgekehrt den Schnitfpunclen TT 
der Curve 4ler Ordnung J=zO und einer beliebigen ebenen Curve 
Ster Ordnung die Schnittpuncte P der Curve der Kegelspilzen und 
einer durch die Curve Ster Ordnung bestimmten Oberfläche Ster Ord^ 
nung entsprechen. 

Da nun die Curve J=^0 von einer Curve Ster Ordnung in 12 Puncten 
geschnitten wird, so wird auch die der Curve Ster Ordnung entsprechende 
Oberfläche 2ter Ordnung, sowie jede Oberfläche 2ter Ordnung, die Curve 
der Kegelspitzen in 12 Puncten schneiden. Aus dem eben bewiesenen Satze, 
dafs die Curve der Kegelspitzen von einer beliebigen Oberfläche zweiter 
Ordnung in 12 Puncten geschnitten wird, folgt, wenn man die Oberfläche 
2ter Ordnung in ein Ebenenpaar fibergeben läfst, dafs jede Ebene die Curve 

39» 
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der Kegelspitzen in Puncten ecAneidet, was schon in dem erstM Para- 
graphen auf einem andern Wege bewiesen wurde. 

Die Parlicnlarisirung der Gleichungen (31. und 29.) fflhrl su den In- 
teressantesten Resultaten. 

Nehmen wir zum Beispiel an, die Gleichung der Curve dritter Ord- 
nung (31.) sei: 

xX/i = 0, 

so ist die Gleichung der dieser Curve entsprechenden Oberfläche 2ter Ord- 
nung (32.): 

V,,, = 0. 

Diese Oberfläche geht also durch die 12 Funde P hindurch, welche den 
Schnittpuncten IT der drei geraden Linien x = 0, il = 0, /u = und der 
Curve J = entsprechen. Die 12 Puncto P sind aber nichts anderes als 
die Spitzen der Kegel 2ter Ordnung, welche sich durch die Schnittcurve von 
je zweien der drei Oberflächen /*=0, 9 = 0, ^ = hindurchlegen lasse». 
Wir haben daher folgenden Satz: 

Wenn drei Oberflächen 2ler Ordnung gegeben sind, so schneiden sich 
je zwei von ihnen in einer Curve doppelter Krümmung, durch welche 
sich 4 Kjegel 2ter Ordnung hindvrchlegen lassen. Die Spitzen der i2 
Kegel, welche sich durch die drei Schnittcurven der Oberflächen Jün^ 
durchlegen lassen, liegen wieder auf einer Oberfläche 2ter Ordnung. 
Wenn der Theil links der Gleichung (31.) ein vollständiger Cubus 
(ßi^'\'ß2^'\'ßsl^y ist, so erhält man aus der Gleichung (32.) die Gleichung 
(33.) /3;F,u+/^F«,+ •.. +3/3J/9aFua+ ••. +6AÄ/9,F,„ = 0, 

welche mit den 3 willkarlichen Constanten ß ein ganzes System von Ober- 
flächen 2ter Ordnung darstellt, welche die Curve der Kegelspitzen vier Mal 
dreipunctig berfihren. Man wird bemerken, dafs von diesen 4 BerOhrungs- 
puncten zwei beliebig auf der Curve angenommen werden können, und dafs 
die beiden anderen Berfibrungspuncte durch die beiden ersten in der Weise 
bestimmt sind, dafs die 4 Kegel 2ler Ordnung, welche von den BerAhmngs- 
puncten als Spitzen der Kegel durch die 7 im Räume gegebenen Puncto 
gelegt werden, sich in einer und derselben Curve doppelter Krflmmung schneiden. 

Die 8 Berfibrungspuncte von 2 Oberflächen aus dem genannten System 
lassM sich als die Schnittpuncle dreier Oberflächen 2ter Ordnung betrachten, 
und die 12 Berfibrungspuncte von 3 Oberflächen des Systems liegen auf 
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einer Oberfläche 2ter Ordnang. Wenn mao daher durch die 8 Berflhrnngs- 
pancte irgend zweier Oberflächeo des Systems irgend eine Oberfläche zweiter 
Ordnung legt, so schneidet sie die Curve der Kegelspitzen in 4 neuen Puncten, 
welche die Berfibrungspuncte einer dritten Oberfläche des Systems sind. 

Unter diesen Oberflächen 2ter Ordnung giebt es auch solche, welche 
die Curve der Kegelspitzen zwei Mal sechspunctig berflhren. Sie entsprechen 
den Doppeltangenten der Curve 4ter Ordnung J=0. Endlich hat man noch 
Oberflächen 2ter Ordnung, welche die Curve der Kegelspitzen zwei Mal, das 
eine Mal 9punclig, das andre Mal Spunctig berflhren. Sie entsprechen den 
Wendetangenten der Curve 4ter Ordnung J = 0. 

Wir wollen die sich hier aufdrängende Frage, ob aufser den genannten 
Oberflächen 2ter Ordnung noch andere gefunden werden können, welche die 
Curve der Kegelspitzen vier Mal dreipunctig berflhren, unerörtert lassen, und 
n^T bemerken, dafs sie gleichbedeutend ist mit der Frage, ob es Curven 
3ter Ordnung giebt, welche die gegebene Curve 4ter Ordnung vier Mal drei- 
punctig berühren. Da nur die Untersuchung der Curve der Kegelspilzen hier 
von Interesse ist, in so fern als man von den Eigenschaften dieser Curve 
auf entsprechende Eigenschaften der ebenen Curve 4ter Ordnung J = nach 
dem Vorhergehenden zu schliefsen berechtigt ist, so wollen wir uns damit 
begnflgen in dem folgenden Paragraphen die Zahl der discutirten speciellen 
Fälle der Gleichung (31.) nur noch um einen zu vermehren, indem wir unter- 
suchen werden, welche 8 Functe auf der Curve der Kegelspitzen den Schnitt- 
puncten eines Kegelschnittes und der Curve 4ter Ordnung J=zO entsprechen. 

§• 5. 
Man nehme an, dafs die Gleichung (31.) die Form 

(34.) {ax'\'bX'\'C/i)Fi}cX/i) = 

haben, in welcher Gleichung F(xlfi) eine homogene Function 2ter Ordnung 
bedeutet. Unter dieser Voraussetzung zerfällt die Curve 3ter Ordnung (31.) 
in einen Kegehchnitl F{zXfji)^=0 und in eine gerade Linie ax-f-Ait-f ^/^ = 0* 
Durch Substitution der Prodncte der Variabein aus (28.) in der entwickelten 
Gleichung (34.) geht dieselbe in eine Gleichung von der Form: 

über, in welcher die Cofifficienlen v lineare homogene Ausdrflcke der Gröfsen 
a, h, c sind. Es stellt sich die zuletzt genannte Gleichung, nach diesen Gröfsen 
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geordnet, wie foJgt dar: 

(35.) aA-^-bB-^cC = 0. 

In dieser Ghichang {bezeichnen A, B, C, in Rflcksicht auf die Variabeln 
X, y, z, p, homogene Functionen 2ter Ordnung, welche allein von der Fonction 
F{xlfi) abhangen. Aus diesem Grunde stellt die Gleichung (SS.)« wenn man 
darin a, b, e variiren larst, ein ganzes System von Oberflächen 2ter Ordnung 
dar, welche sämmtlich durch die 8 Puncto der Curve der Kegelspitzen hin- 
durchgehen, die den 8 Schniltpuncten des Kegelschnittes y*(xX)u) = und der 
Curve 4ter Ordnung ^==0 entsprechen. Die 8 Puncto, durch welche alle 
jene Oberflächen hindurchgehen, sind aber die Schnittpuncte der drei Ober- 
flächen 2ter Ordnung ^ = 0, = 0, C=:0. Man kann daher den am Ende 
des (§. 5) angegebenen Satz wie folgt vervollständigen: 

Den 8 Schnittpuncten 11 eines Kegelschnitts und einer ebenen Curve 
4ter Ordnung J^=zO entsprechen 8 Puncte P auf der Curve der 
Kegelspitzen, welche die Schnittpuncte dreier Oberflächen 2ter Ord^ 
nung sind. 

%. 6. 
Die Particularisirung der Gleichung (29.) leitet auf Eigenschaften der 
ebenen Curve 4ter Ordnung J=0 hin. In der That: nehmen wir an, der Theil 
links der Gleichung (29.) sei ein vollständiges Quadrat (a|:r-f<^2y-f ^^"f ^«1')% 
so erhält man aus der Gleichung (30): 

36. airu+a^r22+-...-f 2aia2rM+---- = 0, 
die Gleichung mit den 4 willkarlichen Constanten eines ganzen Sysiems von 
Berührungscurven 3ter Ordnung, welche die Curve 4ter Ordnung J = 
sechs Mal berfihren. Die BerQhrungspuncte sind nämlich die den 6 Schnitt- 
puncten P der Ebene aia7-|-«2>' + «3« + ^*i^ = ^9 welche wir mit a bezeich- 
nen wollen, und der Curve der Kegelspitzen entsprechenden Puncte II der 
Curve 4ter Ordnung ^ = 0. 

Da von den 6 Schnittpuncten P der Ebene a und der Curve der 
Kegelspitzen 3 beliebig angenommen werden können, wodurch die 3 anderen 
bestimmt sind, so können auch von den Berflbrungspuncten der Curve (36.) 
und der Curve j =0 S BerQhrungspuncte auf der letzteren Curve beliebig 
angenommen werden, durch welche die 3 anderen bestimmt sind; was sich 
auch aus der Zahl der willkarlichen Constanten in der Gleichung (36.) nach«- 
weisen läfst. 
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Die 6 Berührungspuficte der Berükrungscurve 8ter Ordnung Hel- 
gen nicht in einem Kegelschnitt. 
Denn wenn sich durch die 6 BerflhningspaDCte ein Kegelschnitt hindarchlegen 
liefse, so würde er die Curve 4ter Ordnung in 8 Pnncten schneiden, deren 
entsprechende P, nach dem Satze des vorhergehenden Paragraphen, die 
8 Schnittponcte dreier Oberflächen sweiter Ordnung sind« Da aber 6 von 
diesen Schnittpnncten in der bezeichneten Ebene a liegen , so können diese 
nicht als Schnittpuncte von 3 Oberflfichen 2ter Ordnung betrachtet werden. 
Eine andere Berflhrungscurve dieses Systems wird zur Gleichung 

haben, auf gleiche Weise der Ebene Yi^'\'y2y'\'Y^^'\'Y^P^=^0 entsprechend. 
Da nun die genannten beiden Ebenen, mit einander verbunden, eine Ober* 
fläche 2ter Ordnung: 

{a,X'^a^y-\'a^Z'\^a,p){Y^X'\'Y^y-\-y^Z'\-y^p) = 0, 
darstellen, welche durch die 12 den Berfihrungspuncten 11 von (36. und 37.) 
entsprechenden Puncto P der Curve der Kegelspitzen hindurchgeht, so wird 
auch die dieser Oberfläche entsprechende Curve 3ter Ordnung: 

(38.) «1^1 tTu+ajyjlTaaH h («1^2 + «2/1) ^12 H = 0, 

durch die 12 Berflhrungspuncte von (36. und 37.) hindurchgehen. Es ist hierin 
der Beweis des folgenden Satzes zu erkennen! 

Wenn man durch die 6 Berührungspuncte üner Berührungscurve 
einer gegebenen Curve 4ter Ordnung J = eine beliebige Curve 
8ter Ordnung hindurchlegt, so schneidet sie die gegebene Curve 4ter 
Ordnung in noch 6 Puncten, in welchen eine andere, demselben 
System angehörige Berührungscurve die gegebene Curve 4ter Ord-- 
nung berührt. 
Es ist noch zu bemerken, 

dafs die Berührungspuncte zweier Berührungscurven desselben j%- 
stems auf einer Curve 8ter Ordnung liegen. 

Unter den Berflhrungscurven giebt es auch solche, welche die Curve 
4ter Ordnung 3 Mal 4punctig berühren. Die Berührungspuncte entsprechen 
den Berfihrungspuncten einer Ebene, welche die Curve der Kegelspitzen in 
3 verschiedenen Puncten berührt. Die Berührungspuncte zweier solcher Curven 
sind zugleich die Berührungspuncte einer Berührungscurve, welche aber nicht 
demselben Systeme angehört, da ihre Berflhrungspuncte nicht den Schnitt- 
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pancten einer Ebene und der Cnrve der Kegelspitzen f sondern zweier Ebenen 
entsprechen. 

Bezeichnet man die negativen Theile links der Gleichungen (36, 37 u. 38;) 
respeclive mit a, b, c, so lassen sich dieselben wie folgt ausdrflcken: 



(39.) 



a 



fl,, W« l/i3 Wh Äi 

t/21 ^22 t/23 «^24 «2 

W3I «32 «^33 W34 «3 

«41 «42 «43 «44 »4 

«X 02 «3 



«4 



c = 



«U «12 «13 «14 yi 

«21 «22 «23 «24 ^2 

«31 «32 «33 «34 /s 

«41 «42 «« «44 y4 

yi y2 ^3 ^4 



6:= 



«11 «12 «13 «14 «1 

«21 «22 «23 «24 ^2 

«31 «12 </33 «J4 «3 , 

«41 «42 «43 «44 «4 

n ^2 ^3 ^4 

und man hat, wie ich in der vorhergehenden Abhandlung ^Obär iTie Deter- 
minanten und ihre Anwendung in der Geometrie"' durch die Gleichung (8.)* 
gezeigt habe: 

(400 ^V = ac-b\ 

aus welcher identischen Gleichung ich in der genannten Abhandlung den zu- 
letzt aufgestellten Satz abgeleitet habe.*) 

Es tritt uns hier die Frage entgegen , ob das aufgestellte System von 
Berflhrungscurven das einzige sei, welches die Curve 4ter Ordnung aufzu- 
weisen hat, oder ob aufser ihm noch andere existiren. Man wird leicht sehen, 
dafs diese Frage mit der Frage nach den verschiedenen Functionen /^, deren 
Determinanten entwickelt dieselbe homogene Function J der 4ten Ordnung 
sind, gleichbedeutend ist. Durch lineare Substitutionen von der Form (11.) 
geht die in (8.) gegebene Function F zwar in eine neue Ober, wie sie in (12.) 
dargestellt ist, allein die Determinante dieser neuen Function ist von der Deter- 
minante der ersten unentwickelt nur durch einen Factor verschieden, wie es 
die Gleichung (17.) beweiset, und die Gleichungen der BerUhrungscurven, 
welche sich von den beiden Functionen F auf die beschriebene Weise ab- 
leiten lassen, unterscheiden sich, wie es die identische Gleichung (11.)* in 



*) Die folgenden Citate mit dem Zeichen * bezieben sich auf meine Abhandlung 
„Ober die Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie.'' (S. 243 d. BandesO. 
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der citirten Abhandlaog beweiset , nur durch einen constanten Factor. Da also 
zwei FoDCtionen F auf dasselbe System Berflbrungscurven fflbren, wenn die 
beiden Functionen durcb lineare Substitutionen von der Form (11.) aufeinander 
zurflckgefOhrt werden können , so werden wir zwei Functionen F von der 
bescbriebenen Art nicbt als verschiedene Functionen zu betrachten haben. 

Es mag hier genQgen, tuf die Frage nach den verschiedenen Functionen F, 
deren Determinanten dieselbe homogene Function J der 4ten Ordnung sind, auf- 
merksam gemacht zu haben. Die Beantwortung dieser Frage soll in den zunächst 
folgenden Paragraphen vorbereitet werden. 

f. 7. 

Unter den Oberflächen, welche , wie wir gesehen haben, die Curve 
der Kegelspitzen in 12 Puncten schneiden, verdienen die Oberflächen, welche 
durch die 7 im Räume gegebenen Puncto hindurchgehen, einer besondern Er- 
wähnung. Bezeichnet man durch K, L, M die Coordinaten eines beliebigen 
Pnncts n in der Ebene der betrachteten Curve 4ter Ordnung ^ = 0, so ist 
die allgemeinste Form der Gleichung jener Oberflächen: 

(41.) Kf^ Ly -f My; = 0. 

Wir wollen nun untersuchen, in welche Gleichung die angegebene 
Gleichung durch die Substitutionen (27.) fibergeht. 

Zu diesem Zwecke differentiire man die Gleichung (9.) nach x, welches 

dJ dJ rfMn I dJ du^^ I dJ du^^ i dJ du^^ . 

dx ÖMjj dx "■ OH« dx "•Sil,, dx » dii„ dx "r""*' 

und, mit Rflcksicht auf (26.), 

giebt. Snbstituirl man in dieser Gleichung fOr die Gröfsen 17 ihre Werthe 
aus (27.), so erhält man: 

dJ 1 idu.t 2 I tf^tt 7 I ndu.^ I I 

Ä = 7t-#^ + "^^+^'^'^ + •'*•!• 

Bemerkt man nun, dafs der mit — multiplicirte Theil der Gleichung nach (8.) 
der partielle Differentialquotient von 2F nach x genommen ist, insofern diese 
Gröfse X in den Coefficienten u der Function 2F enthalten ist, so hat man, 
mit Rflcksicht auf (2.) : 

dJ_i^ Ö2F_ J^ ^ 

dk ~ p""Sx" ~ Q *'• 

CreUe*f Joarnal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 4. 40 
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Aaf diese Weise ergiebt sieb dorcb DifferentiaUon voo (9.) naeb x,i.,fi: 

Seist man diese Werthe von f, €p, tp endlich in die Gleichang (41. )) so geht 
dieselbe, mit Weglassong des Factors p^ in 

(43.) ir^+L^ + 3f^ = 

aber. Dies ist bekanntlich die Gleichung der Gurve 3ter Ordnung, welche 
die Corve der 4ten Ordnung ^ = in den BerOhrungsponcten der von dem 
Puncte n an die Corve gezogenen Tangenten schneidet. Wir haben dem- 
nach folgende SAtze: 

Den 12 SchmUpuncten P einer Oberfläche 2ter Ordnung, welche 
durch die 7 im Räume gegebenen Puncte gelegt ist, und der Curve 
der Kegelspilzen, entsprechen in der ebenen Curve 4ter Ordnung 
J=:0 die Berührungspuncte 11 der von einem durch die Oberfläche 
bestimmten Puncte n an die Curve gelegten Tangenten. 

Den i2 Berührungspuncten 11 der von einem beliebigen Puncte n 
an die Curve 4ter Ordnung J = gezogenen Tangenten entsprechen 
auf der Curve der Kegelspitzen 12 Puncte P, welche auf einer durch 
die 7 gegebenen Puncte gelegten und durch den Punct n näher be- 
stimmten Oberfläche 2ter Ordnung liegen. 

§. 8. 
Wenn in der in (15.) angegebenen Determinante V die Elemente 
F|i, Fn^ Fu verschwinden, so wird dieselbe zu einem vollständigen Qaadmt 

Wir werden uns dieses Umstandes bedienen, nm die Gleicboogen der 
Doppeltangenten der Curve 4ter Ordnung z/ = abzuleiten. 

Ober die Coefficienten in den Substitutionen (11.) sind in dem Vor- 
hergehenden keine Bestimmungen gemacht worden. Betrachten wir dieselben 
als die Coordinaten von 4 Puncten des Raumes 1, 2, 3, 4, indem wir an- 
nehmen, dafs die Coefficienten mit dem Index 1 dem ersten dieser 4 Puncte 
entsprechen, etc. , so steht es frei, diesen Puncten bestimmte Lagen im Räume 
anzuweisen, wodurch die Codfficienten in den Substitutionen (11.) eben be- 
ftimmt werden. Wir wollen annehmen, dafs die Puncto 1 und 2 zwei von 



(44.) D^ = 
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den 8 Scbniltpuncten der 3 Oberflichen f, tp und rp seien. Unter dieser 
Aanahme verschwinden die Elemente Fn und F22 der Determinante V, weil 
die Coefficienten von x, l, fi in den genannten Elementen verschwinden, und 
die Gleichung der Curve 4ter Ordnung nimmt die Gestalt 

Fn Fn /'u 



(45.) r^J =zV = 



F21 jP\s Fu 

F^i Fsz Fji Fy^ 
F^i F^ F^ F^ 







an. Es ist nun 



Pn^O 



die Gleichung einer geraden Linie, welche die Curve 4ter Ordnung J=zO 
in 4 Puncten schneidet. Die Coordinaten der 4 Schnittpuncte genügen der 
Gleichung (45.) und der Gleichung F|3=0. Sie genügen auch den genannten 
beiden Gleichungen, wenn man in den ersteren Fi2^=0 setzt Sie genügen 
mithin den beiden Gleichungen 

iy = und F|a = 0; 

das beifst, sie fallen paarweise zusammen. Eine gerade Linie, welche die Curve 
4ter Ordnung ^ = in 4 Puncten schneidet, die paarweise zusammenfallen, 
nennt jman aber eine DoppellangenU der Curve. Es ist milbin die Gleichung 
F^ s= die Gleichung einer Doppeltangente der Curve 4ter Ordnung ^ = 0, 
und HssO ist die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher durch die Berüh- 
rnngspuncte der Doppeltangente hindurchgeht. 

Es lafst sich auch die Lage der den Berührangspuncten 11 der ge-- 
nannten Doppellangente der Curve 4ter Ordnung ^=0 entsprechenden Punle P 
in der Curve der Kegelspitzen nfiher bezeichnen. Legt man nfimlich durch 
die Puncto 1, 2, in welchen sich der Annahme nach die drei Oberflächen 
f, q>, y/ schneiden, eine gerade Linie, so schneidet dieselbe die Curve der 
Kegelspitzen in zwei Puncten P, weiche den Berflhrungspuncten II der Doppel- 
tangente entsprechen. Diese Behauptung werden wir durch die folgende Be- 
trachtung rechtfertigen. 

Die Coordinaten eines beliebigen Puncts der geraden Linie (12.) sind 
bekanntlich: 

^i+(^ai yi+«>r2* «i+(^«5^ Pi+9Pt^ 

Setzt man diese für ^, y, z, p \n die Gleichungen (6.)) so erbült man: 

40* 
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u = F'Xt'\'QF'x2 — 0, 

V = F'yi + pF'r» = 0, 

w == F'z.^qF'z^ = 0, 

r = F>, + pF>, = 0. 
Es wird nan zu beweisen sein, dars diesen 4 Gleichungen genflgt werden 
kann; oder, was dasselbe ist, dafs dem folgenden Systeme genflgt wird: 

X4U'\'y4V'\-z^W'\'P^r = 0. 
Den beiden ersten von diesen Gleichungen wird genfigt, weil JP\i, Fn und F^ 
verschwinden. Die folgende Gleichung, welche F^-f (»/^3s=0 ist, bestimmt 
den Werth von (f, und die letzte Gleichung F^^^-^ffFi^^O wird erffiUt, weil 
D=zO ist. Da aber den Gleichungen D=^0 und F^=^0 zwei Mal genflgt 
wird, so hat auch q zwei Werthe, das heifst, die gerade Linie 12 schneidet 
die Curve der Kegelspitzen in zwei verschiedenen Puncten. Demnach haben 
wir folgenden Satz: 

Wenn man Zivei von deti 8 Schniltpuncten der drei Oberflächen 
2ter Ordnung f, (p, yj durch eine gerade Linie verbindet, eo schnei-- 
del dieselbe die Curve der Kegelspitzen in zwei Puncten P, welche 
den Berührungspuncten 11 einer Doppeltangente der Curve vierter 
Ordnung J = entsprechen. 

Bezeichnet man nun die 8 Schnittpuncte der drei Oberflachen f, (p, '^ 
mit den Zahlen 1, 2, ... 8 und verbindet irgend zwei derselben p, ^ durch 
eine gerade Linie, so schneidet diese Linie die Curve der Kegelspitzen in 
zwei Puncten P, deren entsprechende Puncto 11 auf der Curve 4ler Ordnung 
jz=iQ die BerOhrongspuncle der durch die Gleichung: 

(46.) F^ = 
dargestellten Doppellangente der Curve 4ter Ordnung sind. 

Wir werden in dem Folgenden sagen, die gerade Linie pi/, welche 
die Schnittpuncte p, q der 3 Oberflächen f, (f» V^ verbindet, entspreche der 
Doppeltangente Fp^s=0, welche wir der Kfirze wegen mit demselben Zei- 
chen pq bezeichnen werden. Man wird aus dieser Beziehung nicht Anlalii 
nehmen zu glauben, dafs den geraden Linien pq, welche durch denselben 
Punct des Raumes gehen, Doppeltangenten pq entsprechen, welche sieb in 
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einem und demselbeo Pancte der Ebene sehneiden. Jene geraden Linien pq enU 
spreclien soldien Doppeltangenten pf, welclie ganz andere Eigenscliaflen haben. 
Die Zahl der geraden Linien, welche je zwei von den 8 Schnittpuncten 
der drei Oberflächen f, tp, tp verbinden, beträgt 28. Ihnen entsprechen also 
die 28 Doppeltangenten der Curve 4ter Ordnung, welche, wie bekannt, eine 
solche Curve darbietet. 

Man ist nach dem Vorhergehenden im Stande, die Gleichungen der 
Doppeltangenten einer Curve 4ler Ordnung ^8=0 einzeln abzuleiten, wenn 
J als eine symmetrische Determinante von der Form (9.) gegeben ist. Denn 
kennt man die Elemente u dieser Determinante, so läfst sich aus ihnen die 
in (8.) aufgefahrte Function 2jP componiren, in welcher die Coefficienten von 
X, l, fA die Functionen f,q>,'^ sind. Zur Bildung der Gleichungen der Doppel- 
tangenten brauchen wir noch die Goordinaten der 8 Schnittpuncte der 3 Ober- 
flächen /"^O, 9> = 0, V^ = 0, welche man durch Auflösung einer Gleichung 
vom 8ten Grade erhält. 

Demnach fahrl das Problem der Doppellangenten a%if die Transfer^ 

mation eines gegebenen Ausdrucks 4ter Ordnung von 3 Varit^eln 

in die Form einer symmetrischen Determinante J mit linearen Ele^ 

menlen, und demnächst auf die Auflösung einer Gleichung vom 

8ten Grade. 

Das Product II(Fp^) sämmtlicher Functionen Fp^ ist eine symmetrische 

Function der Wurzeln der drei Gleichungen f=0^ 9> = 0, y/=:0. Drflckt 

man diese symmetrische Function durch die CoöfBcienten in den genannten 

drei Gleichungen aus, so erhält man /7(17*p^)=iO: die Gleichung des Systems 

sämmtlicher Doppellangenten der gegebenen Curve 4ter Ordnung J = 0. 

§. 9. 

Aus den Gleichungen von 6 Doppeltangenten, welche den 6 Kanten 
eines Tetraeders entsprechen, dessen Ecken 4 Schnittpuncte 1, 2, 3, 4 der 
drei Oberflächen f, q>, tp sind, lä&t sich die Gleichnng der Corvo 4ter Ord- 
nung J=:0 ableiten. 

In dem vorhergehenden Paragraph wurde nachgewiesen, dafs der Kegel- 
ichnitt Ds=zO die Doppeltangente 12 in den BerOhrnngspuncten schneidet. 
Bemerkt man nun, dafs D nngeändert bleibt, wenn 1 mit 3 und gleichzeitig 
2 mit 4 vertauscht werden, so darf nuin hieraus achlielsen, dafs der Kegelschnitt 

D =^ J»ij J»24 — /^ ^14 = 
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durch die 4 Berfihningspoiicte der beiden DoppeltangeDten 12 und 34 hin- 
durchgehl. Die Form der Gleichung des Kegelschnitts seigt ferner , dafs die 
DoppelUingentenpaare 13, 24 und 23, 14 die gegenflber liegenden Seiten 
eines Vierecks bilden, durch dessen Ecken ebenfalls der Kegelschnitt hindurch* 
geht Wir haben demnach folgenden Salz: 

Wenn 3 Doppeltangentenpaare gegeben sind, deren entepreehende 
Linien die gegenüberliegenden Kanten eines Tetraiders bilden, so 
gehl durch die Berührungspuncte des einen Doppeltangentenpaares 
und durch die Ecken des durch die beiden andern Doppelfangen-^ 
lenpaare gebildeten Vierecks ein-- und derselbe Kegelschnitt. 

Durch die Berflhrungspuiicle des Doppeltangentenpaares 12, 34, durch 
welche der Kegelschnitt /) = hindurchgeht, lafst sich ein ganzes System 
von Kegelschnitten hindurchlegen : 

Unter diesen Kegelschnitten zeichnet sich der Kegelschnitt w aus, in dessen 
Gleichung die willkflrliche Constante q den Werth —1 bat, nimlich: 

Diese Gleichung bleibt ungeftndert, wenn man 2 mit 4 vertauscht. Daraus 
folgt, dafr der Kegelschnitt durch die Berahrangspuncte der beiden Doppel- 
langeiitenpaare 12^ 34 und 14, 23 bindurdigehU Wir finden auf diese Weise 
drei Kegelschnitte u, v, w, nfimllch 

U Ä= I^l2F9^'\'f\iFi4'\-jF^F'u = 0, 

von denen der Kegelschnitt u durch die Berfibrungspuncte der DoppeUangenten- 
paare 13, 14 und 13, 24 hindurchgeht Der Kegelschnitt v geht durch die 
Berflhrungspuncte der Doppeltangentenpaare 12, 34 und 13, 24; und der Ke- 
gelschnitt w geht durch die Berfibrungspuncte der Doppeltangentenpaare 12, 34 
und 23, 14 hindurch. Hierdurch erhellet nachstehender Satz: 

Durch die Berührungspuncte ron 4 Doppeltangenten der Curee 
4ter Ordnung J =:0 läfst sich ein Kegelschnitt legen, wenn die 
den Doppeltangenten entsprechenden geraden Linien ein räumlichem 
Viereck bilden. 
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Der Kegelschnitt u geht dorch die Berthrungspuncte der Doppel- 
tangenlen 23.14.24.13 hindorch. Es siDd daher: 

•i* = and Fa.i^M*l^H-i'iJ«=0 

die Gleichangeo zweier Curven 4ter OrdnoDg, welche sich in 16 Poncten 
schneiden, durch welche anch die Curve k/«=0 hindurchgeht. Es mflssen 
sich also zwei Facloren r^ und (> finden lassen, von der Gestalt, dafs: 

ist. Da dieser Ausdruck sich aber auf gleiche Weise aus r^ und Ft^Fy^F^^Fi^ 
und aus w^ und Fi2FuFnFg4 zusammensetsen lassen mnfs, so zeigt sich, 
dafs (f=^4 sein mufs. Mao erhAlt also, indem man fOr u und p ihre Werthe 
setzt und entwickelt: 

(47.) V = r'J^Fi,Fl,^FlFl,^IilF^^2F^FuF^Fu-2F^F^FnF^ 

'^2Ft2Fi^FfiFi^i 

ein Ausdruck, der sich auch unmittelbar durch Entwickelung der in (15.) 
angegebenen Determinante V ergiebt, wenn man berflcksichtigt, dafs 

Fii = iP« =*^33 -^ ^44= 

ist Setzt man diesen Ausdruck gleich 0, so haben wir die Gleichung der 
Curve 4ter Ordnung aus den Gleichungen der 6 Doppeltangenten componirt 
Es ist noch zu bemerken, dafs der Ausdruck r^J sich auch aus u, v, w 
auf die Weise zusammensetzen läfst, dafs: 

was geometrisch auch daraus ersichtlich ist, dafs die genannten 3 Kegelschnitte 
u, V, w sich gegenseitig nur in den Berflhrungspunclan der 6 Doppeltan- 
genten schneiden. 

§. 10. 

Nachdem in (§. 8.) die Lage der Puncto P auf der Curve der Kegel- 
spitzen bestimmt worden, welche den Berabrungspuncten 77 der Doppeltan- 
genten der Curve 4ler Ordnung J = entsprechen, wollen wir nun, mit 
Rficksicht auf diese Bestimmung, mit der in Paragraph (6.) angefangenen Par- 
ticularisirung fortfahren. 

Wir sahen, wie den 6 Schnittpuncten P einer beliebigen Ebene a 
und der Gurre der Kegelspitzen die 6 Berflhrungspuncte U einer BerOhrungs- 
curve entsprechen. Wenn man die Ebene a durch zwei von den 8 Schnitt- 
puncten der drei Oberflächen f, tp, tp hindurchgehen lifst, so wird die dieser 
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Ebene entsprechende BerQhrnngscnrve dritter Ordnung in eine Doppeltangente 
zerfallen, welche der die genannten beiden Pnncte verbindenden geraden 
Linie L entspricht, und in einen Berührungekegehchnitl. In der Tfaat: da 
der Ebene a in unserem Falle eine Cnrve dritter Ordnung entspricht, welche 
die Curve 4ter Ordnung ^s=0 in 12 Puncten schneidet, von denen 4 in der 
der geraden Linie L entsprechenden Doppeltangente liegen, so mflssen die 
Obrigen Schnillpuncte in einem Kegelschnitt liegen. Dreht man nun die Ebene a 
um die Linie L herum, so erhalt man auf diese Weise ein ganzes System 
von BerOhrungskegelschnitten. 

Dies läfst sich analytisch verfolgen, wenn man von der in (39.) ge- 
gebenen Gleichung der Berflhrnngscurve dritter Ordnung: 

a = 0, 
ausgeht. Multiplicirt man diese Gleichung mit f^, ao erhfilt man nach der 
unter (11.)* angegebenen identischen Gleichung: 

(48.) ar" = t\, F„ F» Fm -4, = 0, 

A, A, 

in welcher Gleichung der Kürze wegen 

gesetzt ist. Entwickelt man die angegebene Determinante unter BerOcksich- 
tignng dafs Fn=^Fn = Fyi=:^F^=^Q ist, ao erhalt man: 

(49.) -'^ = A\F^F^F^^A\F^F,,Fy,J^A\FnF^,F^^ÄiFnF^F^ 

— \A^AT^Fy^\ A^A^Fy^^ \—FYtFv^\F^Fii^\ Fy^F^^^ 

— \AiJl^F^\ A^A^F^i^ W FYiF^—Fr^Fii^\Fi^F^ 
^{Ai^A^FiK^ A^A^F^WFyiF^^F^^Fii^-^F^F^. 

Wenn nun die Ebene a durch die Puncto 1 und 2 hindurchgeht, so ver- 
schwinden die Constanten A^ und Ai und die Gleichung der Berflhrungscurve 
nimmt die Gestalt 

Fii\J^Fx\F^i^ — A^A^(^ — FYtFy^\FTc^Fy^\F^Fi^\ A^kF^F^ = 

an ; woraus ersichtlich ist, dafs die genannte Curve in die Doppeltangente 12 
und in einen Berflhrungskegelschnitt zerfallt, dessen Gleichung 
(50.) A\F^,F^-^A^A,{^FnF^\F^F^\F,,F^,)\A\F^F^ = 



F» 


F« 


Ä, 


v^ 


Fh 


A^ 


F« 


Fm 


A, 


F« 


F« 


A, 


^, 


A, 






/7. Hesse, über die Doppeliangenien der Curven vierier Ordfiung. 303 

ist Der Theil links dieser Gleichung läfst sieb in der Form einer Determi- 
nante darstellen. Setzt man nämlich: 

SO stellt sich die Gleichung (50.) so dar : 

»33 »34 A^ 

(52.) »43 »44 ^4 = 0. 

^3 ^4 

Dieses ist also die Gleichung eines Systems von Beröhrungskegelschnit- 
ten der Curve 4ler Ordnung ^ = 0, mit den willkQrlichen Cons!anten A^^ A4. 
Man wird bemerken, dafs der Theil links dieser Gleichung in zwei 
lineare Factoren Fi3 jPjs zerfällt, also a in die drei lineare Factoren FnFt^PT^^ 
wenn ^3 = ist, das heifst, wenn die Ebene a durch drei Puncto 1, 2, 3 
hindurchgeht. Wie oft also die Ebene a durch drei von den 8 Puncten 12... 8 
gelegt werden kann, so oft zerfällt der Ausdruck a in drei lineare Factoren. 
Es lassen sich aber 8 Puncto zu dreien 56 Mal combiniren. Daher wird die 
BerQhrungscurve 56 Mal in drei Doppeltangenten zerfallen, oder, analytisch 
ausgedrQckt, der in (39.) gegebene Ausdruck a wird durch specielle Annahme 
der in ihm steckenden Constanten a sich auf 56 Arten in drei lineare Fac- 
toren zerlegen lassen, was ich in (§. 8.)* nur historisch mitgetheilt habe und 
wovon nun hier der Beweis vorliegt. 

Wenn man durch die 4 BetUhrungspuncte eines Berührungs- 

kegelschniltes der Curve 4ter Ordnung J = einen anderen Kegel-- 

schnitt legt, so schneidet er die Curve in noch 4 Puncten, in welchen 

ein zweiter, demselben System zugehöriger Kegelschnitt die Curve 

berührt. Die 8 Berührungspuncte zweier Berührungskegelschnilte 

desselben Systems liegen wieder auf einem Kegelschnitt. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem zweiten dos (§. 6«)« Betrachtet man 

nämlich den Kegelschnitt (52.) und die Doppeltangente 12 als eine Berflh- 

rungscurve dritter Ordnung, und legt durch die Berflhrungspuncte eine Curve 

dritter Ordnung, welche in die Doppeltangente 12 und in einen Kegelschnitt 

zerfällt, so sind die 6 neuen Schnittpuncle die Berflhrungspuncte einer Curve 

dritter Ordnung, bestehend aus der Doppeltangente 12 und einem neuen Be- 

rflhrungskegelschnitt. 

Es ist leicht zu sehen, dafs die Bedingungsgleichung zwischen den 
willkfirlichen Constanten J3, ^4, welche erfflllt werden mufs, wenn der Theil 

CreUe*s Joarnal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 3. 41 
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links der Gleicbang (53.) in linetre Factoren serfallen soll, eine homogene 
Gleicbaog 6ten Grades ist. Hieraas folgt , dafs das betracblete System vo» 
Berflbrangskegelscbnilten 6 Paare Doppeltaogeoten entbAlt. 

Nacb den vorausgescbickten Erwtgungen sind wir im Stande diese 
Doppeltangentenpaare des in Rede stebenden Systems von Berflhrungskegel- 
schnitten naher sn bezeichnen. Es sind folgende Doppeltangentenpaare t 
12.23 14.24 15.25 16.26 17.27 18.28. 
Durch die 8 Berahrungspuncle von irgend zwei Paaren dieser Doppel- 
tangenten läfst sich nacb dem vorhergehenden Satze ein Kegelschnitt legen; 
woraus wiedernm der letzte Satz des vorhergehenden Paragraphen hervor- 
geht. Dieser Satz giebt Combinationen von drei Doppeltangenten der Curve 
4ter Ordnung J = 0^ durch deren BerObrnngspuncte sich ein Kegelschnitt 
legen Ififst. Aus dem ersten Satze des ($• 6.) können wir Combinationen 
von 3 Doppeltangenten herleiten, durch deren BerObrnngspuncte sich kein 
Kegelschnitt legen Ififst. In der That: da die Doppeltangenten 

12 23 31, 
wie man sähe, eine BerQbrnngscurve des betrachteten Systems a = bil- 
den, so Ififst sich durch ihre 6 Berabrungspuncte kein Kegelschnitt legen. 
Solcher Combinationen giebt es 56. Man kann also sagen: 

Durch die Berührungspuncte von drei Doppeltangenten der Curve 
4ter Ordnung J = Idfät sich kein Kegelschnitt legen j wenn die den 
Doppellangenten entsprechenden geraden Linien ein Dreieck bilden. 
Betrachtet man die 6 Doppeltangenten: 

12 23 31 45 56 64, 
oder die 6 Doppeitangenten : 

12 23 31 45 34 35, 
so bilden die 3 ersten eine BerObrungscurve a = und die 3 letzten eben- 
falls eine solche BerObrungscurve. Nach dem letzten Satze des (§. 6.) Ififst 
sieh durch die BerObrnngspuncte zweier BerOhrungscurven eine Curve dritter 
Ordnung hindurchlegen. Mithin liegen die BerObrnngspuncte der genannten 
6 Doppeitangenten auf einer Corvo dritter Ordnung. Dieses Ififst sich allge- 
meiner so ausdrOcken: 

Die Berührungspuncte von 6 Doppeitangenten der Curve 4ter Ordr 
nung J = liegen auf einer Curve dritter Ordnung, wenn die den 
6 ' Doppeitangenten entsprechenden geraden Linien zwei gesonderte 
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Dreiecke bilden,' oder wenn sie zwei Drmecke bilden, welche eine 

Ecke gemein haben» 
Wir haben nur de8 einen Systems von Berahrangskegelscbnitten er- 
wähnt, welches sich aus dem betrachteten System von BerObrungscurven dritter 
Ordnung ergab, in dem wir die Ebene a, welche die den BerObrungspuncten 77 
der Berfibrungscurve entsprechenden Puncto P enthielt, um die gerade Linie 12 
herumdrehten. Da aber 28 gerade Linien pq vorhanden sind, so erhalten wir 
auf gleiche Weise durch Umdrehung der Ebene a um diese 28 geraden Li- 
nien 28 verschiedene Systeme von Berfihrnngskegelschnitten, welche alle ans 
dem einen Systeme von BerQhrungscurven hervorgehen. 

§. 11. 

In dem (§. 9.)* findet sich die Existenz von 28 Systemen von Be- 
rflhrungscurven dritter Ordnung nachgewiesen, welche eine gegebene Curve 
4ter Ordnung in 6 verschiedenen Punclen berflbren, die in einem Kegelschnitt 
liegen; desgleichen finden sich Eigenschaften dieser Curven entwiciKeit. Wir 
vermögen jetzt die Gleichungen dieser Curven sdbst abzuleiten. 

Zu dem Ende entnehmen wir ans dem Paragraph (9.) die identische 
Gleichung: 

deren Theil rechts sich als Determinante darstellt, so dafs man 



— V = — r^^ = 



F^ u { 



bat. Die Elemente F^y^ u, 4Fi^F2%Fi^ in dieser Determinante sind Functionen 
respective vom Iten, 2ten und 3ten Grade in ROcksicht auf die Coordinaten 
des Punctes IT. Bezeichnet man nun durch a, b, c die Ausdrflcke: 

(53.) a = Fn, Ä = ii — F23M, c = 4F,4Fa4F|, — 2tim + F„»i% 

so erhalt man die identische Gleichung 

(54.) —V=—r^J = aC'^ b\ 

Aus der Form dieser identischen Gleichung zeigt sich, wenn man m 
eine beliebige linefire Function der Coordinaten des Punctes IT bedeuten Ififet, 
dafs r=0 ein ganzes System von Curven 3ter Ordnung darstellt, welche die 
Curve 4ler Ordnung ^^ = in 6 verschiedenen Puncten berflbren, durch 
welche der Kegelschnitt 6 = hindurchgeht , der die Curve 4ter Ordnung 
flberdies in den BerObrungspuncten der Doppeltangente 23 schneidet. 

41» 
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Der Ausdruck c zerffillt in drei lineare Facloren , wenn r/i = ist. 
Man kann im Allgemeinen die 3 in m steckenden Constanten, so. dafs c in 
drei lineare Factoren zerfällt, auf so viele Arten bestimmen, als sich Com- 
binationen von drei Doppeliangenien finden lassen, deren BerQhrnngspuncte 
mit den BerQhrungspuncten der Doppellangenle 23 in einem Kegelschnitt 6 = 
liegen. Diese Combinationen finden sich auf folgende Art. Man suche die 
von den, den Doppeltangenten entsprechenden, geraden Linien gebildeten 
räumlichen Vierecke, welche die Seite 23 gemein haben. Ihre Zahl beträgt 30. 
Mithin giebt es 30 Combinationen von der beschriebenen Art. Es finden sieb 
ferner 15 andere Combinationen unter der Voraussetzung des Satzes „dafs 
die BerOhrungspuncle von 4 Doppeltangenten in einem Kegelschnitt liegen^ 
wenn die den Doppeltangenten entsprechenden geraden Linien die Puncto 12... 8 
paarweise verbinden'': eines Satzes, dessen Beweis am Ende des (§• 12.) 
gegeben werden wird. Denn es giebt 15 Systeme von drei geraden Linien, 
welche die 6 Puncto 1, 4, 5, 6, 7, 8 paarweise verbinden. Wir haben also 
im Ganzen 45 Combinationen von drei Doppeltangenten von der oben be- 
zeichneten Art. Es läfst sich mithin c eben so oft in drei lineare Factoren 
zerlegen. Diese Angabe findet man in (§. 9.)* ohne Beweis aufgeführt. 

§. 12. 

Das Problem der Doppeltangenten einer Cnrve 4ter Ordnung verlangt, 
wie sich in (§. 8.) zeigte, die Transformation eines gegebenen homogenen 
Ausdrucks 4ter Ordnung von 3 Variabein in die Form einer symmetrischen 
Determinante mit linearen Elementen, oder, was dasselbe ist, die Bestimmung 
einer Function F, deren* Determinante J eben die gegebene Function 4ter 
Ordnung ist. Die Bestimmung dieser Function hat aber gröfsere Schwierig- 
keiten, als sich mit den erlangten Hfllfsmitteln flberwinden lassen. VV^ir wollen 
uns daher begnügen, indem wir die Kenntnifs der Function F voraussetzen, 
andere Functionen F zu ermitteln, welche dieselbe Determinante haben. 

Es sei die Function F: 

(55.) 2F = Wii a;^ + 1122/ + • • • + ^u.^xy 4- • • • 
bekannt. Durch Bestimmung der Coordinaten der 8 Schnittpuncte der drei 

Oberflächen ^=/-=0, ^=9 = 0, ^=v^ = erhält man die Co6f- 

ficienten in den Substitutionen (11.)? durch welche die als bekannt voraus- 
gesetzte Function F in 

(56.) F == F,,XY^\F,,XZ-^F,,XP-\-F,,YZ-\F,,YP-{Fy,ZP 
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transformirt wird; und die Determinante V dieser Function, nfimlich: 

(57.) V = r'J = jF^2f^'\- ^3 ^Yf-f ^^ ^4 2/<'23/^14-'^U-^24 2/^ u/^24'''l2'^34 

2 Fi2 /^^34 ^^23 F^^ 

ist der gegebene liomogene Ausdruck 4ler Ordnung, multiplicirt mit r%* also 
ist y==r^^ = die Gleichung der gegebenen Curve 4ler Ordnung. 

Wir bemerken, dafs die Determinante V ungeändert bleibt, wenn man 
12 mit 34 vertauscht und gleichzeitig 13 mit 24 und 14 mit 33. während 
die Function F sich durch diese Vertauschung Ändert. Sie geht nämlich in 
die Function F': 
(58.) F' = Fy,X' Y'-\-F,,X'Z'-\^F,,X'P'-\-F,, Y'Z'^- F,, r'P'+ F,,ZT' 

ober, wenn man gleichzeitig X', Y', . . . statt der Variabein X, Y, . . . setzt. 

Diese Function F' ist in der That von der Function F verschieden, 
denn die eine kann nicht durch lineare Substitutionen der neuen Variabein 
von der andern abgeleitet werden. Beide Functionen haben aber dieselbe 
Determinante V. 

Auf gleiche Weise nun, wie die drei Oberflächen zweiter Ordnung 

-5— = /'=0, -^y- = 9) = 0, -^ — =y; = 0, deren 8 Schnittpuncte mit den 

Zahlen 12... 8 bezeichnet wurden, der Function F entsprechen, entsprechen 

auch die drei Oberflächen 2ter Ordnung -^ — = 0, -^ = 0, -^ — = 0, 

welche sich in den 8 Functen T, 2', . . . 8' schneiden mögen, der Function F\ 
Die Spitzen der Kegel 2ter Ordnung, welche durch diese 8 Puncto hindurch- 
gehen, beschreiben wieder eine Curve 6ter Ordnung, welche unter Vermittlung 
der Gleichungen: 

Ö2F_^ Ö2F_^ ö2P_^ dif[_f. 

analog den Gleichungen (14.) der Curve 4ter Ordnung J = entspricht. 
Es entspricht endlich jeder geraden Linie p'q' eine von den Doppeltangenten 
der Curve 4ter Ordnung J:=0. Da nun auch jeder geraden Linie ab^ 
welche zwei von den 8 Functen 1, 2, ... 8 verbindet, eine von den Doppel- 
tangenten entspricht, so werden einer jeden Doppeltangenle zwei gerade Linien 
entsprechen: die eine aus dem Systeme F, die andere aus dem Systeme F\ 
Wir werden daher sagen, dafs zwei gerade Linien ab und p^i/', aus den bei- 
den Systemen genommen, einander entsprechen, wenn jede von ihnen der- 
selben Doppeltangente der Carve 4ter Ordnung entspricht. 
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Nach dieser Erklärung sonen die in den beiden Systemen einander 
entsprechenden geraden Linien nfiber bezeichnet werden. Zu diesem Zwecke 
ist es nöthig, die Coordinalen der 8 Pnncte in dem Systeme F und in dem 
Systeme F' festsusteHen. Wir setzen also fest, dafs des Punctes 1 Coor- 
dinaten J:=l, F=0, Z=0, P=0, des Punctes 1' Coordinaten -Z' = l, 
Y' = 0, Z' = 0, P' = 0, etc. sein sollen, dafs ferner des Punctes 5 Coor- 
dinalen JTs, 1^5, Zf6, Ps sein sollen, wonach die des Punctes 5' Coordinaten 

1 1 i 1 
gleich -|r-9 -^-1 -^-9 -ir~ gesetzt werden können, weil, wenn die ersten 

Coordinaten der Gleichung F=:0 genflgen, die letzteren der Gleichung F'=:^0 
genflgen mOssen etc. Diese Bestimmungen, in den folgenden beiden Schematen 
Obersichtlich zusammengestellt sind: 
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Betrachtet man nun die Gleichung der, der geraden Linie ab ent- 
sprechenden Doppeltangente ah, welche in (46.) aofgestellt warde, nAmlicb 

F.6 = 0, 

so ist der Tbeil links F„i, dieser Gletchong als eine Fonction der Coordinaten 
der beiden Pnncte a und b nach (13.) wie folgt gegeben: 



F„, = x„C 



dF 



).+r.(f).+^.(^).+..(f). 



Stellt man diese Function als eine Function der Coordinaten X, Y, Z, P 
derselben beiden Puncto dar, indem man die letzlere durch Xa, Y^, ... 
Xb, Yf,, ... bezeichnet, welche unter Vermiltelung der Gleichungen (11.*) 
den ursprflnglichen Coordinaten der genannten beiden Puncto entsprechen, so 
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findet flieh: 

"Sä) ^ ^SyJ t " * * '^^^^ Wertbe aus (56.) genom- 
men, so erbAlt min ffir die Gleicbnng der Doppeltangente ah: 
(59.) F., = Xa{FaY,JrVr^Z,-\-F»P,)'\-Xj,F,,X^^F^Zi-\-F^P,) 

+z.(i?'„^+F«r»+i?',^»)+p„(i>«x»+i?;,r»+F«z»)=o. 

Ebenso ergiebt sieb fOr die Gieicbung der Doppeltangente p'^', wenn man die 

in (58.) gegebene Fanclion F' sam Grande legt: 

(60.) F^^= X;(F„ Y'^^F^Z'^-\-FJP'^) + Y^{F^X^-]-F,,Z'^^FJP'^) 

Geht man auf die angegebenen Schemata zurück, so findet sich, indem 
man a = l, 6 = 2, /' = 3, ^ = 4 setzt, dafs: 

ist. In diesem Falle atellen die Gleichungen (59. und 60.) dieselbe Doppel- 
tangente der Curve 4ter Ordnung ^ = dar. Es sind mithin nach der obi- 
gen Erklärung 12 und 3^4' zwei entsprechende gerade Linien. 

Anf diese Weise ergeben sich als entsprechende gerade Linien: 
,12 13 14 23 24 34 



(^'.) ^3^41 2'4' 2'3' 1'4' 1'3' V2'. 
Die angegebenen geraden Linien bilden die Kanten zweier Tetraöder 1234 
und 1^2'3T. Die Kanten des einen entsprechen also den Kanten des ande- 
ren Tetrafiders, anf die in (^^) angegebene Weise. 

Es wurde in dem Paragraph (10.) bewiesen, dafs sich durch die Be- 
rflhrungspuncte von drei Doppeltangenten die Curve 4ter Ordnung J=üO kein 
Kegelschnitt legen Ififst, wenn die den Doppeltangenten entsprechenden geraden 
Linien ein Dreieck bilden. In dem Systeme F^ bilden nun die geraden Li- 
nien 1'2', 1^3^ 2'3' ein Dreieck. Daraus folgt, dafs die diesen geraden 
Linien entsprechenden Doppeltangenten 34, 24, 14 die Curve in 6 Puncten 
berOhren werden, welche nicht in einem Kegelschnitt liegen. Da nun die 
den genannten Doppeltangenten in dem Systeme F entsprechenden geraden 
Linien 34, 24, 14 in einem Puncte 4 zusammenstofsen , so ist zugleich fol- 
gender Satz bewiesen: 

Durch die BerührungspuncU ton drei Doppeltangenten der Curve 
4Ur Ordnung J 9= Idfei sich kein Kegelschnitt legen, wenn die 
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den Doppettangenten entsprechenden geraden Linien in einem Ptincle 
'zusammenlaufen . 

Es ist für die folgende Auseinandersetzung vortheilhaft, die 28 den 
Doppellangenten der Curve 4ler Ordnung ^ = in dem Systeme F ent- 
sprechenden geraden Linien, welche die 8 Pnncle 1, 2, . . . 8 paarweise ver- 
binden, auf zwei Tetraeder 1234 und 567 8 xn beziehen. 6 von den ge- 
nannten geraden Linien bilden dann die Kanten des ersten, 6 andere die 
Kanten des zweiten Tetraeders und die 16 noch übrigen geraden Linien ver- 
binden die Ecken des ersten mit den Ecken des zweiten Tetraeders. In dem 
System F* werden wir auf gleiche Weise die den Doppeltangenten ent- 
sprechenden geraden Linien als die Kanten zweier Tetraeder 1'2'3'4' und 
5' 6' 7' 8' betrachten und die noch fibrigen 16 geraden Linien als die Verbin- 
dungslinie der Ecken des ersten mit den Ecken des zweiten Tetraeders. 

Nachdem nun nachgewiesen ist, wie die Kanten des Tetraeders 1234 
den Kanten des Tetraeders 1'2'3'4' entsprechen, wollen wir untersuchen, 
weiche geraden Linien in dem Systeme F den Verbindungslinien der Ecken 
der beiden Tetraeder des Systems F' entsprechen. 

Der geraden Linie 1'5' entspricht die Doppeltangente Vb\ deren Glei- 
chung aus (60.) hervorgeht, weiin man -X,^ = l, F^,c=0, Z^.= 0, Pp, = 

und JCJ, = -p-, F^/ = -|r-, Z^', = -^, P*^.=i-— setzt. Die Gleichung 

dieser Doppeltangente wird demnach zu 

FU» = /^^a4-jr--}- -'^^si-^ + ^'^M-p- = 0, 

oder, wenn man mit den Nennern multiplicirt : 

Fy,Z,P,-^F,,Y,P,^F^Y,Z, = 0. 

Da aber die Coordinaten ATj, F5, Z5, P5 statt X, Y, Z, P gesetzt die 
in (5.) angegebene Function F verschwinden machen, so erhält man die 
identische Gleichung: 

F,,X,Y,4-F,,X,Z,-\-F,,X,P,-]rP2.Y,Z,-\-F,,Y,P,+ F^^^^ = 0, 
mit deren Hülfe die vorhergebende Gleichung in 

und, mit Weglsssung des Factors JT,, in 
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flbergeht. Diese Gleichung der Doppellangente 1'5' ist aber gerade die Glei- 
cliaog der Doppellangente 15, wovon man sicli dorcli (Ö9.) flbersengen kann. 
Man sieht hieraus, dafs die 16 Verbindungslinien der Ecken der beiden Te- 
traöder in dem System F den 16 Verbindungslinien der Ecken der beiden 
Tetraöder in dem System JF' auf folgende Weise entsprechen: 

15 25 35 45 16 26 36 46 17 27 37 47 18 28 38 48 
^ '^ Vb' 2'5' 3'5' 4'5' 1'6' 2'6' 3'6' 4'6' 17' 27' 3'7' 4'7' 1'8' 2'8' 3'8' 4'8'. 

Es können nun den 6 Kanten des Tetraöders 5678 in dem System Ji^ 
nur noch die 6 Kanten des Tetraöders 5'6'7'8' in dem System F' entsprechen. 
Es bleibt aber zu untersuchen übrig, in weicher Weise die 6 Kanten 

56 57 58 67 68 78 
des ersten Tetraöders den 6 Kanten 

5'6' 5'7' 5'8' 67' 6'8' 7'8' 

des anderen Tetraöders entsprechen. 

Wir werden nachweisen, dafs der geraden Linie 5'6' die gerade Linie 56 
nicht entsprechen kann. 

Wenn 5'6' und 56 entsprechende gerade Linien wAren, so wflrden, 
weil die geraden Linien 5'6', 6'2\ 2'1\ 1'5' in dem System F' ein räumliches 
Viereck bilden, die diesen geraden Linien entsprechenden Doppeltangenten 
56, 62, 34, 15 die Curve 4ter Ordnung ^=0 in 8 Puncten berflhren, 
welche in einem Kegelschnitt liegen. Es berflhren aber die 4 Doppeltangea- 
len 56, 62, 21, 15 die Curve in 8 Puncten, welche in einem Kegelschnitt 
liegen, weil die diesen Doppeltangenten in dem System F entsprechenden 
geraden Linien ein röumliches Viereck bilden. Es müfsten also die Doppel- 
tangenten 12 und 34 zusammenfallen; was gegen die Annahme ist. 

Eben so wenig kann die gerade Linie 5'6' der geraden Linie 57 ent- 
sprechen. Denn die geraden Linien 6'1', 1'5', 5'6' bilden in dem System F^ 
ein Dreieck, deren entsprechende Doppeltangenten 61, 15, 57 die Curven in 
6 Puncten berflhren mflfsten, durch welche sich kein Kegelschnitt legen Iflfst, 
wahrend man weifs, dafs sich durch die Berflhrungspuncte der Doppeltangenten 
61, 15, 57, 76 ein Kegelschnitt legen Iflfst. Da nun die gerade Linie 5'6' 
keiner von den geraden Linien 56, 57, 58, 67, 68 entsprechen kann, so 
mufs sie der geraden Linie 78 entsprechen. 

CreU«*i Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 4. 42 
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Es entsprechen also die Kanten des Tetraeders 5678 den Kanten des 
Tetraeders 6'67'8' auf folgende Weise: 

i56 57 58 67 68 78, 



^^'•^ ^7'8' 6'8' 67' 5'8' 57' 5'6'. 
Auch auf directem Wege Ififst sich Dieses nachweisen, indem man zeigt, dafi^ 
sich die heiden Ausdrücke #^55 und i^.^' nur durch einen constanten Factor von 
einander unterscheiden. Dieser Beweis Ififst sich aber nicht ohne weitläuflige 
Transformation der genannten Ausdrflcke durchführen. Wir wollen uns daher 
mit dem gegebenen Beweise begnügen^ und in der Entwickelung neuer Re- 
sultate fortfahren« 

Die geraden Linien r2\ 2'6', 6'V, 5'!' bilden in dem Systeme F' 
ein räumliches Viereck. Die ihnen entsprechenden Doppeltangenten 34, 26, 
78, 51 berühren also die Cnrve 4ter Ordnung ^=::0 in 8 Puncten, durch 
welche sieh ein Kegelschnitt legen 1&{M. Die diesen Doppeltangenten ent- 
sprechenden geraden Linien in dem Systeme F verbinden die 8 Puncto 1, 2, ... 8 
paarweise; aus welcher Bemerkung der am Ende des (§. 11.) erwähnte 
Salz hervorgeht, nämlich: 

Die Berührungspuncte von vier Doppeltang enten der Curve vierter 
Ordnung ^=:0 liegen auf einem KegelsehniU, wenn die den Doppel^ 
tangenten entsprechenden geraden Linien die Puncte 12 ... 8 paar^ 
wmee verbinden. 

%. 13. 
Auf dieselbe Art, wte die in (8.) gegebene Fonetion F durch die 
Sobstiltttionen (11.) in die Form (56.) abergeht, transformiren die Snbsti-- 
tutionen 

dieselbe Function F in folgende: 

(62.) F^ F^^n^F,,n'\-F^§»^F^ril'^V^n»^-F^^». 

Diese Function ist nach der in (§. 6.) gegebenen Erklärung keine neue 
Function F, weil sie eben durch die linearen Substitutionen (61.) aus der 
in (8.) gegebenen Function F hervorgeht« Man kann aber, so wie man aus 
den Coefficienten der Function F in (56.) die Function F' in (58.) compo- 
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nirte, auch hier aas den CoefBcienten der Function F in (62.) folgende 
Function Fi zusammensetzen: 

(63.) F, = F^SWi-Fmn'+F^^a' + F^TiV'\'F„r,'a''-\-F^^»\ 

Diese Function ist nach der gegebenen Erklärung eine von F verschiedene, 
also eine neue Function dieser Gattung. 

Dis Functionen F' und Fi eind nicht verschiedene Functionen, 
weil die eine durch linetre Substitutionen in die andere flbergebt. Diese Be- 
hauptung wird durch die folgende Betrachtung gerechtfertigt werden. 

Die 8 Schnittpuncte der drei Oberflfichen 2ter Ordnung /'==0, 9>==0, 
^ =: lassen sich nach dem in diesem Journale ( Bd. 20. S. 297) ausge- 
sprochenen Lehrsätze (9.) als zwei Systeme harmonischer Pole einer andern 
Oberflache 2ter Ordnung ansehen. Demnach mögen die Schnittpuncte 1, 2, 3, 4 
das eine und die Schnittpuncte 5, 6, 7, 8 das andere System harmonischer 
Pole einer Oberfläche 2ter Ordnung bilden, deren Gleichung ^ = sei. Um 
die Bedingungen dieser Annahme analytisch auszudrflcken, sollen durch a und b 
irgend zwei von den Zahlen 1, 2, 3, 4 und durch p und q irgend zwei von 
den Zahlen 5, 6, 7, 8 bezeichnet werden. Alsdann erhält man: 

(64.) ^a*'(^6) + ya*'(n) + «^«*'(«^6) + ;^a*'(/^6) = 0, 

(65.) irp*'(^,)+rp*'(r9)+«^p*'(s)+;^p*'(/^v) = o- 

Die erste dieser Gleichungen, welche 6 Gleichungen in sich schliefst, 
drfickt die Bedingung aus, dafs die Puncto 1, 2, 3, 4 ein System harmonischer 
Pole der Öberflfiche ^ = bilden. Eben so drOckt die zweite, welche eben- 
falls 6 Gleichungen umfafst, die Bedingung aus, dafs die Punete 5, 6, 7, 8 
ein System harmonischer Pole derselben Oberfläche bilden. Diesen 12 Glei- 
chungen haben nun die 9 in der Gleichung der Oberfläche 0=0 enthaltenen 
Constanten zu genügen; was unmöglich zu sein scheint. Es ist aber an der 
citirten Stelle nachgewiesen worden, dafs drei von diesen 12 Gleichungen aus 
den 9 anderen folgen; weshalb die 12 Gleichungen in der That nur die Stelle 
von 9 Gleichungen vertreten, aus weichen sich die 9 Constanten in der 
Function ^ auf lineare Weise berechnen lassen. 

Mit Rflcksichl auf die Bedingungsgleichungen (64.) transformiren die 
Substitutionen (11.) die Function <P in die Form: 

(660 ^ :=. b.X'-^b^ Y' -Y *3 Z' + h,P\ 

während dieselbe Function , mit ROcksicht auf die Bedingungen (65.) durch die 

42» 
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Sabslilationen (61.) die Porm 

(67.) * = air+Oji^H^sS'+tf^y 
annimmt. 

Setzt man nun die aus den Substitutionen (11. und 61.) genommenen 
Werthe von ^ einander gleicli und eben so die Wertbe von y, z, p, so erhtlt 
man 4 Gleicbungen, welche, nach X, Y, Z, P aufgelöset, folgende Substi- 
tutionen ergeben: 

/j:= xa+Js:ev+Xi^+Xs&, 

[p = P,^ + Pei?+P7C+P8*- 

In der That: wenn 1 = 1, 17 = 0, ? = 0, i^ = ist, so nehmen die Va- 
riabein X, y, z, p nach (61.) die Werthe x^^ y^^ ^5, p^ an, welchen letz- 
teren nach (11.) die Werthe ^5, Y^, Z5, Pß den Variabein X, Y, Z, P 
entsprechen, die man unmittelbar aus den Gleichungen (68.) erhfilt, wenn man 
1=1, 17 = 0, ? = 0, * = etc, setzt. 

Demnach haben die Substitutionen (68.) die Eigenschaft, dafs sie die 
Function (66.) welche nur die Quadrate der Variabein X, Y, ... enthält, in 
die Function (67.) transformiren , welche ebenfalls nur die Quadrate der Va- 
riabein §, rj, ... enthtll. 

Eine andere Eigenschaft der Substitutionen (68.) erglebt sich aus der 
Ansicht der Functionen (56. und 62.). Sie transformiren die eine Function, 
in welcher die Quadrate der Variabein fehlen, in die andere Function, in 
welcher ebenfalls die Quadrate der Variabein fehlen. 

Es haben demnach die genannten Substitutionen die beiden Eigenschaf- 
ten, welche der in diesem Journal (Bd«45, S. 100) bewiesene Lehrsatz 3. 
verlangt. Der genannte Lehrsatz tritt also hier in Wirksamkeit. Nach diesem 
Lehrsatze wird die Function (58.), nflmücb: 

(69.) I^= F^X'Y'i^F,,XZ'+FnX'P*i'Ft,Y'P'+F,yY'P'^fi\,Z'P\ 

durch die Substitutionen 
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(70.) ( 7 V Y 1 

in 

traDsformirt, iDdem der Kfirse wegen 

and 2i« = X^r,Z^P, 

geseist ist. Vergleicht man die Function F' in (71.) mit der Function Fi 
in (63.), so findet sich, dafs sie sich nur durch einen constanten Factor von 
einander unterscheiden. Sie sind also nach der in Paragraph (6.) gegebenen 
Erklärung keine verschiedenen Functionen. 

S. 14. 
Um eine nene Function F ans der In (8«) gegebenen Function F ab* 
anleiten, transformire man die geg^ene Function durch lineire Substitutionen, 
welche sich yoii den Substitutionen (II.) nur dadurch unterscheiden, dafs 
der Index 5 statt des Index 4 gesetst wird, in: 

(780 i^ == F^XY+F,,XZ^F,,XP-\-F^ FZ4 F« YP^F^ZP. 

Aus den CofifBoienten der Variabein der auf diese Weise transformirten 
Function componire man die neue Function 

(78.) F"= F^X'' Y''^FuX''Z'''\'F^X"P'i-F,, Y'X''\Fr, r'P'\ F,^ZJ'F\ 

Die 8 Schnittpuncte der drei Oberflächen -|^=0, -|^r:=0, -|-:==0 

haben wir mit den Zahlen 1, 2, ... 8 beseichnet. Die 8 Schnittpuncte der drei 

Oberlicben ^:^0, ^=»0, ^ = 0, welche in gleicher Weise der 

Function F^^ entsprechen, werden wir mit 1^ 2'^ ... 6'' bezeichnen. Endlich 
stellen wir die Coordinaten der ersten und der zweiten 8 Puncte wie folgt 
flbersichtlich zusammen. 
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Es versieht sich, dafs diese Coordlnaten andere Wertbe haben, als die 
mit demselben Zeichen bezeichneten in den beiden Schematen des (§«11.)* 

Es entsprechen nun die Kanten des Tetraeders 1235 den Kanten des 
Tetraeders r'2"3"5" in folgender Weise: 

,12 13 15 2 3 2 5 3 6, 
|3"5" 2"5'' 2''3" V%'' V'Z'' V'V\ 



(^"0 



(C'O 



Eben so werden die Kanten des Tetraeders 4678 den Kanten des Tetrae- 
ders 4''6'7"8'' wie folgt entsprechen: 

|4 6 47 48 67 68 7 8, 
I7"8" 6"8" 6'7" 4"8" 4'7'' 4''6^ 

Endlich entsprechen die Verbindungslinien der Eeken der dem System F an- 
gehörigen Tetraeder den Verbindungslinien der Ecken der dem System jP'' 
angehörigen Tetraeder auf folgende Weise: 

14 16 17182426272834363738545657 3 8, 
r'4" 1"6" 1"7^ 1''8" 2"4'' 2"6^ 2*7'^ 2"8^ 3^4'' 3"6" 3'7" 3"8'' 5"4'' S^B" 5'7" 5"8". 

Hatte man am Anfang dieses Paragraphen linefire Substitutionen ge- 
wählt, welche sich von den Substitutionen (61,) nur dadurch unterscheiden, 
dafs der Index 5 in den Index 4 verdndert ist, so wörde man schiiefslich eine 
Function F^^ erhalten haben, welche von jP'' nicht verschieden ist. 

Fährt man in der vorgezeichnelen Weise fori, aus der gegebenen 
Function F neue Functionen dieser Gattung zu bilden, so ist leicht zu sehen, 
dafs man so viele neue Functionen /^erlangen wird, als die 8 Puncto 1,2, ...8 
in zwei Gruppen von 4 Puncten sich vertheilen lassen. Nimmt man noch rüe 



(ß") 
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gegebene Function F^ hinza, so erhalt man den Satz: 

Einer ff eif ebenen Curve 4ler Ordnung J=zO entsprechen 36 ver^ 
schiedene Functionen F, deren Determinanten sdmmtticA gleich J sind. 

Jeder dieser Fanctionen entspricht ein System von 28 geraden, 8 Puncte 
des Raumes paarweise verbindenden Linien, welche in der beschriebenen Weise 
den 28 Doppeltangenten der gegebenen Curve entsprechen. In der folgenden 
Tafel findet man die den 28 Doppeltangenten in den verschiedenen Systemen 
entsprechenden geraden Linien zusammengestellt. Die Zahlen der ersten ver- 
ticalen Reihe in der Tafel entsprechen den 36 verschiedenen Functionen F. 
Die letste verticale Reihe enthält die diesen Functionen entsprechenden zwei 
Gruppen der 8 Puncte 1, 2, ••• 8. Aufserdem findet man in der ersten 
horizontalen Reihe die 28 den DoppeUangenten in dem Systeme Jf^^ entspre- 
chenden geraden Linien verzeichnet. Darunter stehen die diesen entsprechen- 
den geraden Linien des Systems F% wie sie in A, B\ C angegeben sind, 
mit Weglassung des Index '. Die folgende horizontale Reihe enthält die ent- 
sprechenden geraden Linien des Systems F" nach Vorschrift von A", B'\ C", 
mit Weglassung des Index ^ etc. 

Der Gebrauch der am Schlufs dieses Paragraphen angehängten Tafel 
ergiebt sich nach dem Vorhergenden von selbst. So entnehmen wir zum 
Beispiel, gestützt auf den zweiten Salz des (§. 9.), aus der Tafel, da 12, 25, 
56, 61 in der Reihe 35 ein Viereck bilden, dafs die ihnen entsprechenden 
Doppeltangenten in der Reihe 0, nimlicb 12, 34, 56, 78 die Curve der 
4ten Ordnung J = in 8 Puncten berObren, welche in einem Kegelschnitt 
liegen; was wir am Ende des (§. 12.) in Gestalt eines Satzes ausgedrflckt 
haben. 

Zur VervoHstandigung des obigen Satzes in diesem Paragraphen bleibt 
noch nachzuweisen Obrig, dafs der Curve 4ter Ordnung /f=zO aufser den 
genannten 36 Functionen F, nicht noch andere Functionen F entsprechen, 
deren Determinanten gleich J sind. Dieser Nachweis wird der folgende Pa«- 
ragrapb gebeo« 
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12 13 14 15 16 17 18 23 24 25 26 27 28 34 35 36 37 38 45 46 47 48 56 57 58 67 68 78 

34 24 23 15 16 17 18 14 13 25 26 27 28 34 35 36 37 38 45 46 47 48 78 68 67 58 57 56 

35 25 14 23 16 17 18 15 24 13 26 27 28 34 12 36 37 38 45 78 68 67 56 57 58 48 47 46 

36 26 14 15 23 17 18 16 24 25 13 27 28 34 35 12 37 38 78 46 58 57 56 48 47 67 68 45 

37 27 14 15 16 23 18 17 24 25 26 13 28 34 35 36 12 38 68 58 47 56 48 57 46 67 45 78 

38 28 14 15 16 17 23 18 24 25 26 27 13 34 35 36 37 12 67 57 56 48 47 46 58 45 68 78 

45 13 25 24 16 17 18 23 15 14 26 27 28 34 35 78 68 67 12 46 47 48 56 57 58 38 37 36 

46 13 26 15 24 17 18 23 16 25 14 27 28 34 78 36 58 57 45 12 47 48 56 38 37 67 68 35 

47 13 27 15 16 24 18 23 17 25 26 14 28 34 68 58 37 56 45 46 12 48 38 57 36 67 35 78 

48 13 28 15 16 17 24 23 18 25 26 27 14 34 67 57 56 38 45 46 47 12 37 36 58 35 68 78 

56 13 14 26 25 17 18 23 24 16 15 27 28 78 35 36 48 47 45 46 38 37 12 57 58 67 68 34 

57 13 14 27 16 25 18 23 24 17 26 15 28 68 35 48 37 46 45 38 47 36 56 12 58 67 34 78 

58 13 14 28 16 17 25 23 24 18 26 27 15 67 35 47 46 38 45 37 36 48 56 57 12 34 68 78 

67 13 14 15 27 i6 18 23 24 25 17 16 28 58 48 36 37 45 88 46 47 35 56 57 34 12 68 78 

68 13 14 15 28 17 26 23 24 25 18 27 16 57 47 36 45 38 37 46 35 48 56 34 58 67 12 78 
78 13 14 15 16 28 27 23 24 25 26 18 17 56 46 45 37 38 36 35 47 48 34 57 58 67 68 12 
12 45 35 34 16 17 18 23 24 25 78 68 67 15 14 36 37 38 13 46 47 48 56 57 58 28 27 26 
12 46 36 15 34 17 18 23 24 78 26 58 57 16 35 14 37 38 45 13 47 48 56 28 27 67 68 25 
12 47 37 15 16 34 18 23 24 68 58 27 56 17 35 36 14 38 45 46 13 48 28 57 26 67 25 78 
12 48 38 15 16 17 34 23 24 67 57 56 28 18 35 36 37 14 45 46 47 13 27 26 58 25 68 78 
12 56 14 36 35 17 18 23 78 25 26 48 47 34 16 15 37 38 45 46 28 27 13 57 58 67 68 24 
12 57 14 37 16 35 18 23 68 25 48 27 46 34 17 36 15 38 45 28 47 26 56 13 58 67 24 78 
12 58 14 38 16 17 35 23 67 25 47 46 28 34 18 36 37 15 45 27 26 48 56 57 13 24 68 78 
12 67 14 15 37 36 18 23 58 48 26 27 45 34 35 17 16 38 28 46 47 25 56 57 24 13 68 78 
12 68 14 15 38 17 36 23 57 47 26 45 28 34 35 18 37 16 27 46 25 48 56 24 58 67 13 78 
12 78 14 15 16 38 37 23 56 46 45 27 28 34 35 36 18 17 26 25 47 48 24 57 58 67 68 13 
12 13 56 46 45 17 18 78 24 25 26 38 37 34 35 36 28 27 16 15 47 48 14 57 58 67 68 23 
12 13 57 47 16 45 18 68 24 25 38 27 36 34 35 28 37 26 17 46 15 48 56 14 58 67 23 78 
12 13 58 48 16 17 45 67 24 25 37 36 28 34 35 27 26 38 18 46 47 15 56 57 14 23 68 78 
12 13 67 15 47 46 18 58 24 38 26 27 35 34 28 36 37 25 45 17 16 48 56 57 23 14 68 78 
12 13 68 15 48 17 46 57 24 37 26 35 28 34 27 36 25 38 45 18 47 16 56 23 58 67 14 78 
12 13 78 15 16 48 47 56 24 36 35 27 28 34 26 25 37 38 45 46 18 17 23 57 58 67 68 14 
12 13 14 67 57 56 18 48 38 25 26 27 34 28 35 36 37 24 45 46 47 2i 17 16 58 15 68 78 
12 13 14 68 58 17 56 47 37 25 26 34 28 27 35 36 24 38 45 46 23 48 18 57 16 67 15 78 
12 13 14 78 16 58 57 46 36 25 34 27 28 26 35 24 37 38 45 23 47 48 56 18 17 67 68 15 
12 13 14 15 78 68 67 45 35 34 26 27 28 25 24 86 37 38 23 46 47 48 56 57 58 18 17 16 
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§. 15. 
Die Zahl der CombinatioaeD der 28 Doppellangenten der Curve 4ter Ord* 

OQ 07 Oß 

nung ^/ = 0, zu dreien, beträgt ^ ^ ' -^ = 3276. Unter diesen Combinationen 

von drei Doppeltangenten giebt es solche, deren Berflhrangspancte nicht aaf 
einem Kegelschnitt liegen und solche« darch deren BerQhrungspuncte sich ein 
Kegelschnitt legen läfst. 

Eis giebt 2016 Combinationen von 3 Doppeltangenten einer 
Curce 4ter Ordnung J = 0^ deren Berührungspuncte nicht in einem 
Kegelschnitt liegen. 

In der That: in (§. 10.) wurde nachgewiesen, dafs das der Func- 
tion F entsprechende System von BerQhrungscurven 3tor Ordnung a = 0, 
56 Combinationen von drei Doppellangenten in sich schliefst, durch deren Be- 
rührungspnncte sich kein Kegelschnitt legen läfst. Da man aber 36 Systeme 
von Berflhrungscurven 3ter Ordnung hat, welche den 36 Functionen F ent- 
sprechen, so hat man auch 36.56 = 2016 Combinationen von drei Doppel- 
langenten, deren BerQhrungspuncte nicht auf einem Kegelschnitt liegen. Zwei 
von diesen Combinationen, welche verschiedenen Systemen von BerOhrungs- 
curven angehören. Können aber nicht zusammenfallen, weil dann nach dem 
zweiten Satze in (§. 6.) die beiden Systeme selbst zusammenfallen mOfsten. 

Die in dem Salze angegebena Zahl von Combinationen erhält man 
auch durch folgende Betrachtung. Nach dem zweiten Satze in (§. 10.) wird 
man so viele Combinationen von 3 Doppellangenten haben, deren Berflhrungs- 
puncte nicht in einem Kegelschnitt liegen, als die 28, den Doppeltangenten 
in dem System F entsprechenden geraden Linien verschiedene Dreiecke bilden. 
Die 28 geraden Linien des Systems F bilden aber 56 verschiedene Dreiecke. 
Mithin giebt es, erstens, 56 Combinationen von drei Doppeltangenten, deren 
BerQhrungspuncte nicht in einem Kegelschnitt liegen. 

Nach dem ersten Satze in (§. 12.) wird man so viele Combinationen 
von drei Doppellangenten angeben können, deren BerQhrnngspuncte nicht in 
einem. Kegelschnitt liegen, als von den 28, den Doppeltangenten in dem Sy- 
Bteme F entsprechenden geraden Linien drei in einem Puncto zusammenstofsen. 
Von diesen geraden Linien stofsen aber 280 Mal drei in einem Puncto zu- 
Bammen« Mithin giebt es, zweitens, 280 Combinationen von drei Doppel- 
langenten der bezeichneten Art. 
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Es giebt noch eine dritle Art von Combinationen von drei Doppel- 
tangenlen, deren Berabrungspunete nicht in einem Kegelschnitt liegen. In der 
Tafel des vorhergehenden Paragraph sahen wir^ dafs in der Reihe 1 die ge- 
raden Linien 34, 24, 45 in einem Puncte znsammenstofsen ; woraus zu schlie- 
fsen ist, dafs die ihnen entsprechenden Doppeltangenten 12, 13, 45 in der 
Reihe die Curve 4ter Ordnung in 6 Funden berflhren, welche nicht auf 
einem Kegelschnitt liegen; was sich allgemeiner so ausdrflcken Ififst. 

Die Berührungifpuncte von drei Doppellangenten der Curve vierter 

Ordnung J=^0 liegen nicht auf einem Kegelschnitt, wenn nur zwei 

von der, den drei Doppellangenten entsprechenden geraden Linien 

sich in einem Puncte schneiden. 

Die 28 den Doppeltangenten entsprechenden geraden Linien in dem System F 

bilden 1680 Combinationen von der eben bezeichneten Art. Es giebt also 

1680 Combinationen von drei Doppeltangenten dritter Art. 

Durch Addition der drei angegebenen Zahlen der Combinationen er- 
bAit man nun die in dem obigen Satze angegebene Gesammtzahl von Combi- 
nationen von drei Doppeltangenten, deren Berflhrungspuncle nicht in einem 
Kegelschnitt liegen. 

Es giebt 1260 Combinationen von drei Doppeltangenten einer 
Curve 4ter Ordnung J = 0^ deren Berührungspuncte auf ejnern 
Kegelschnitt liegen. 

Um diesen Sat^ zu beweisen, gehe man auf den zweiten Satz in 
(§. 9.) zurflck. Nach diesem Satze wird man so viele Combinationen von 
4 Doppeltangenten angeben können, deren Berabrungspunete auf einem Kegel- 
schnitt liegen, als die 28, den Doppehangenten in dem Systeme F entspre- 
chenden, geraden Linien verschiedene räumliche Vierecke bilden. Da aber 
diese geraden Linien 210 verschiedene Vierecke bilden, so giebt es auch 
210 verschiedene Kegelschnitte, welche durch die BerOhrungspuncte von 
4 Doppeltangenten hindurchgehen. 

Nach dem letzten Satze in ($. 12.) giebt es ferner so viele Combina- 
tionen von 4 Doppeltangenten, durch deren Berührungspuncte ein Kegelschnitt 
hindurchgeht, als Systeme von vier geraden Linien, welche die 8 Puncte 
1, 2, ... 8 paarweise verbinden. Da sich nun 105 solcher Systeme von 
vier geraden Linien finden lassen, so hat man noch 105 verschiedene Kegel- 
schnitte, welche durch die Bertihrungspuncte von vier Doppehangenten hin- 
durchgehen. 
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'Es jfMt also 316 Comhinationen von vier Doppeltangenten der 
Curve 4t er Ordnung J z= 0^ deren Berührungspuncle auf einetn 
Kegelschnitt liegen. 
Derselbe Salz ist im (§.11.)* auf einem anderen Wege bewiesen und dort 
so aasgedrQcIct worden: 

Die Zahl der Kegelschnitte, welche durch 8 Berührungspuncte von 
vier Doppeltangetiteu der Curve 4ter Ordnung gelegt werden Icönnen, 
ist gleich 315. 

Jede von den 315 Combinationen von vier Doppellangenten des vor- 
stehenden Salzes enthalt 4 Combinationen von drei Doppeltangenten, durch 
deren BerOhrungspuncle ein Kegelschnitt gehl. Mithin ist 4.315 = 1260 die 
Zahl der Combinationen von drei Doppellaogenten , durch deren BerOhrungs- 
pQQCte ein ivegelschnitt geht. 

Wir haben demnach 2016 Combinationen nach Vorschrift des ersten 
Satzes und 1260 Combinationen, wie sie der zweiie Satz verlangt. Da die 
Summe beid'^r Zahlen 3276 die Gesammtzahl der Combinationen der 28 Doppel- 
tangenten zu dreien ist, so sondern sich die letzteren in zwei Gruppen, von 
denen die BerQhrungspunctd der crsleren nicht in einem Kegelschnill liegen, 
wAhrend die BerQhrungspuncte der andern in einem Kegelschnitt liegen. 

Wir sind nun im Stande, den Beweis zu fahren, dafs der gegebenen 
Curve 4ter Ordnung J = nicht mehr als die 36 genannten Functionen F 
entsprechen, deren Determinanten sAmmllich gleich J sind. Denn gflbe es 
anfser ihnen noch eine andere Function F^, so wQrden dieser, aufser den ge- 
nannten 2016 Combinationen noch 56 neue Combinationen von 3 Doppel- 
langenten entsprechen, deren BerQhrungspuncte nicht auf einem Kegelschnitt 
liegen; was mit den vorhergehenden Sfitzen nicht vereinbar ist. Es entsprechen 
also einer gegebenen Curve 4ter Ordnung J = nur 36 Functionen F^, 
deren Determinanten sämmtlich gleich J sind. 

Da man nur die Kenntnifs der Function F, oder des ihr entsprechenden 
Systems von BerQhrungscnrven 3ter Ordnung voraussetzte, so liefsen sich am 
Ende des ($. 10.) nur 28 verschiedene Systeme BerObrungskegelschnitte daraus 
ableiten. Wir haben aber 36 verschiedene Functionen F kennen gelernt 
Mitbin wQrden 28.36 Systeme Berflhrungskegelschnitte vorhanden sein, wenn 
die verschiedenen Functionen F nur verschiedene Systeme von BerOhrungs- 
kegeischnitlen darböten. Jedes System von BerOhrungskegelschnilten entspricht 
aber 16 verschiedenen Functionen F. 

43» 



322 ^7- Besse, über die Doppelf am/ent^n der Curven vierier Ordnung. 

Mithin ist die Zahl der verschiedenen Systeme von Berührvngs-- 
kegelschnitten einer gegebenen Curve 4/er Ordnung J ^^ gleich 63. 

Diesen Satz findet man in (§. 10.)* anders bewiesen. Dafs jedes System 
von BerQhrungskegelschnitten aus 16 verschiedenen Functionen JP sich auf die in 
(§. 10.) angegebene Art ableiten läfst, läfst sich auf die Weise deutlich machen^ 
dafs man nachweiset, wie ein bestimmter BerOhrungakegelschnitt, zum Beispiel 
das mit 12 und 13 bezeichnete Doppeltangenlenpaar, 16 verschiedenen Func- 
tionen F entspricht. Aus der Tafel im vorhergehenden Paragraph ist zu 
sehen, dafs das genannte Doppeltangentenpaar den 6 Functionen F entspricht, 
welchen die Indices 0, 1, ... 6 zukommen und den 10 Functionen F, welchen 
die Indices 26 , 27 , ... 35 zukommen , während dieses Doppelfangentenpaar 
allen flbrigen Functionen F nicht entspricht. 

§. 16. 
Am Ende von (§. 10.) haben wir auf die Curven dritter Ordnung 
aufmerksam gemacht, welche durch die BerQhrungspuncte von 6 Doppeltan- 
genten der Curve 4ter Ordnung J ^= hindurchgehen. Wir wiederholen 
hier den ersten Theil des dort bewiesenen Satzes: 

a) Die Berührungspuncte von 6 Doppellangenten der Curve 
4ter Ordnung Js=zO liegen auf einer Curve dritter Ordnung, wenn 
die, den 6 Doppeltangenten entsprechenden geraden Linien zwei 
gesonderte Dreiecke bilden. 

Man wird demnach so viele Combinationen von 6 Doppeltangenten der 
genannten Art haben, als sich Ebenenpaare durch je 6 von den 8 Punclen 
1, 2, ... 8 hindurchlegen lassen. Durch 6 Puncto lassen sich 10 Ebenen- 
paare hindurcblegen ; also durch je 6 von 8 Puncten gehen 28.108=280 
Ebenenpaare. Bezeichnet man nun durch a die Zahl der Combinationen von 
6 Doppeltangenten, deren in dem Systeme F entsprechende gerade Linien 
zwei gesonderte Dreiecke bilden, so erhalt man fQr die Zahl der verschie- 
denen Cnrven 3ter Ordnung, welche durch die BerQhrungspuncte von 6 Dop- 
peltangenten der bezeichneten Art hindurchgehen: 

a = 280. 
6) Die Berührungspuncte von 6 Doppellangenten einer Curve 
4ter Ordnung J=:0 liegen auf einer Curve dritter Ordnung, wenn 
6 von den, den 6 Doppettangenten entsprechenden geraden Linien 



§7. He9$e, über die Doppeltangenien der Curven vierier Ordmung. 323 

in einem Puneie zusammenslofsen und die €te keine tum den ge^ 

nannten geraden Linien schnmdel. 
In der Tbat: da die geraden Linien der ersten horizontalen Reibe: 
23, 34, 42, 15, 56, 61 in der Tafel zwei gesonderte Dreiecke bilden, wie 
sie der vorbergehende Salz (n.) verlangt, so gebt durcb die BerQhrahgspuncte 
der ihnen entsprechenden Doppeltangenten 12, 13, 14, 15, 16, 78 der Oten 
horizontalen Reibe eine Cnrve dritter Ordnung hindurch. Bezeichnet man durch 
h die Zahl dieser Art Curven dritter Ordnung, so erhält man diese Zahl, wenn 
man die Zahl der Combinalionen von 7 Elementen zur zweiten Classe mit 
7 multiplicirt. Es ist also: 

b = 168. 

Die geraden Linien 23, 34, 23, 56, 67, 57 in der ersten horizontalen 
Reihe der Tafel bilden zwei gesonderte Dreiecke. Die ihnen entsprechenden 
Doppeltangenten in der Oten horizontalen Reihe berflbren also die Curve 
4ter Ordnung J=^0 in 12 Puncten, welche auf einer Curve dritter Ordnung 
liegen; welche Bemerkung sich so ausdrücken lAfst: 

e) Die Berührungspuncte von 6 Doppeltangenien der Curve 
4ter Ordnung J = liegen auf einer Curve dritter Ordnung, wenn 
drei von den, den Doppeltangenten entsprechenden geraden Linien 
drei in einer Ecke zusammenetofiende Kanten eines Tetraeders, 
und die drei andern den Doppeltangenten entsprechenden geraden 
Linien drei in einer Ecke zusammenstofsende Kanten eines zweiten 
von dem ersten gesonderten Tetraeders bilden. 

Die Zahl e dieser Curven dritter Ordnung Wird 35 sein; welche er- 
giebt, wie oft die 8 Puncto 1 , 2 , ... 8 sich in zwei Gruppen von je vier 
Puncten vertheilen lassen, multiplicirt mit 16. Demnach ist: 

c = 560. 

Mit Hfllfe eines dieser Sfitze wird man in der Tafel vergeblich nach 
neuen Combinationen von 6 Doppeltangenten der Linien 4ter Ordnung J = 
soeben, durcb deren BerQbrungspuncte eine Curve dritter Ordnung hindurch- 
geht. Diese Sfitze fflbren vielmehr auf einander zurQck. Addirt man die Zahlen 
a, b, c, so erhfilt man 1008 als Gesammtzahl der Combinationen von 6 Dop- 
peltangenien, durch deren BerQbrungspuncte Curven dritter Ordnung hindurch- 
gehen. Es ist aber wichtig, zu bemerken, dafs in jeder der bezeichneten 
C'OmUnationen von 6 Doppeltangenten nicht drei Doppeltangenten gefunden 
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werden können, durch deren Berahrangspuncle ein Kegelschnitt hindurchgeht; 
wovon mau sich leicht durch den Vergleich mit den drei in (§. 15.) ange- 
fahrten Arten von Coinbinatiouen von drei Doppeltangenten Oberzeugt, deren Be- 
rfihrungspuncte nicht auf einem Kegelschnitt liegen. Wir können demnach sagen : 
Es giebl 1008 verschiedetu Curven driiter Ordnung, welche 
durch die Berü/irungjipuncte von 6 Doppeltangenten einer Cvrve 
4ter Ordnung J^=0 hindurchgehen, unter denen nicht 3 Doppel-- 
tangenten enthalten sind, deren BerUhmngspuncte auf einem Kegeln 
eehnitt liegen. 

Wenn man die letzte JBestimmung, dafs die Berührungspnncte von je drei 
der 6 Doppeltangenten nicht in einem Kegelschnitt liegen sollen, aulliebt, so 
findet man noch mehr Curven von der genannten Art, indem man von dem 
«weiten Theile des am Ende des (§. 10.) bewiesenen Salzes ausgeht: 

A) Die Berührungspuncte von 6 Doppeltangenten der Curve 
4ter Ordnung //=0 liegen auf einer Curve dritter Ordnung, wenn 
die, den 6 Doppeltangenten entsprechenden gerad^i Linien zwei 
Dreiecke bilden, welche eine Ecke gemein haben. 
Nach diesem Satze werden die den Seilen der beiden Dreiecke 123, 
345 entsprechenden Doppeltangenten die Curve 4ter Ordnung J = in 13 
Punclen berOhren, welche in einer Cnrve driiter Ordnung liegen. Verbindet 
man die beiden Puncte 2 und 5 durch eine gerade Linie, so bilden die Seilen 
der beiden Dreiecke mit der geraden Linie 25 zwei räumliche Vierecke 2135 
und 2345, mit der gemeinschaftlichen Seite 25. Nach dem zweiten Salze in 
($• 9.) liegen die Berflhrungspuncte der den Seiten der beiden Dreiecke ent- 
sprechenden Doppeltangenten auf zwei Kegelschnitten, welche sich in den Be-> 
rQhmngspuncten der Doppeltangente 25 schneiden. Dieser Doppeltangente 25 
entspricht also die angegebene Combination der 6, den Seiten der beiden 
Dreiecke entsprechenden Doppeltangenten. Die Zahl aller Combiaationen, 
welche In gleicher Weise der Doppeltangente 25 entsprechen, wird demnach 
der Zahl der Combinalionen der 6 Elemente 1, 3, 4, 6,*^, 8 ur dritten 
Classe, mnltiplicirt mit der Zahl der Permatationen von 3 Elementen gleieh 
sein, also =20.6=120. Da wir aber 28 Doppeltangenten der Curve 
4ter Ordnung haben, und jeder von ihnen 120 Combinalionen entsprechen, 
so wOrde man im Ganzen 120.28 Combinalionen von 6 Doppeltangenten 
erhalten, deren entsprechende gerade Linien zwei Dreiecke bilden, mit einer 
gemeinschaftlichen Ecke, wenn jede Combination nur einer Doppeltangeoie 
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10 der angegebenen Weise entspräche. Die eben angegebene Combination 
entspricht aber eben so der Doppeltangente 25, als der Doppeltangente 15, 
oder 14, oder 24. Es ist daher jede Combination 4 Mal gezählt. Beseichnet 
man nun dnrch A die Zahl der verschiedenen Combinationen von 6 Doppel- 
tangeuten, deren entsprechende Linien swei Dreiecke mit einer gemeinschafl- 
lieben Ecke bilden, so ergiebt sich 

A:^^^^^. 840. 



B) Die Berühmngspunete von 6 Doppeltangenten der Curve 4t€r 
Ordnung J = liegen auf einer Curve dritter Ordnung, wenn die 
den ß Doppeltangenten entsprechenden geraden Linien mn räum^ 
tiehee Sechseck bilden. 

In der That: die geraden Linien 12, 23, 31, 34, 45, 53 der Reihe 
17 in der Tafel bilden zwei Dreiecke mit einer, beiden gemeinschaftlichen 
Ecke. Daraas folgt, dafs die ihnen in der Reihe entsprechenden Doppel- 
tangenten 12, 23, 46, 61, 45, 35 die Curve 4ter Ordnung in 12 Puncten 
berflhren, welche auf einer Curve 3ter Ordnung liegen. Die diesen Doppel- 
tangenten in dem System V^ entsprechenden geraden Linien bilden aber ein 
räumlichee Secheeck. 

Durch die 12 Berflhrungspuncle der genannten Doppeltangenten lassen 
sich 4 Mal zwei Kegelschnitte legen, welche sich in den Berflhrungspuncten 
einer anderen Doppellangente schneiden. Nach dem letzten Satze in ($. 12.) 
liegen die Berflhrungspuncte der Doppeltangenten 12, 35, 46 auf einem Kegel- 
schnitt, der durch die BerOhningspuncte der Doppeltangente 78 hindurchgeht, 
und die Beröhrungspuncte der Doppeltangenten 23, 45, 16 liegen auf einem 
Kegelschnitt, der ebenfalls durch die BerOhrungspuncte der Doppeltangente 78 
hindurchgebt. In derselben Art, wie die genannte Combination von 6 Doppel- 
tangenten der Doppeltangente 78 entspricht, entspricht diese Combination, nach 
dem zweiten Satz im (§.9.), auch der Doppeltangente 15, oder 24, oder 36. 
Wir wollen mit B die Zahl der verschiedenen Curven dritter Ordnung von 
der beschriebenen Art bezeichnen. Diese Zahl ist gleich der Zahl der von 
den, den 28 Dop;/eltangenten in dem System P entsprechenden geraden Li- 
nien gebildeten räumlichen Sechsecke; deren Zahl belrfigt 28.60 = 1680. 
Ei ist also: 

B r= 1680. 
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C) Die Berühmnffspuncte der 6 Doppeltangenten 16, 26, 36^ 
34, 35, 78 der Curve 4ler Ordnung J = liegen auf einer Curve 
Ster Ordnung. 

Da Dämlich in der Reihe (3.) der Tafel die geraden Linien 23, 13, 
12 und 34, 35, 45 zwei Dreiecke bilden, welche eine gemeinschaftliche Ecke 
haben, so liegen die Berflhrungsponcte der diesen geraden Linien entsprechen- 
den Doppeltangenten in der Reihe auf einer Curve dritter Ordnung. 

Durch die Berflhrungspuncte der genannten 6 Doppellangenten lassen 
sich 4 Mal zwei Kegelschnitte legen, welche sich in einer neuen Doppeltan- 
gente schneiden. Die Beröhrungspuncte der Doppeltangenten 26, 36, 35 
liegen auf einem Kegelschnitt. Auf einem zweiten Kegelschnitt liegen die 
Berflhrungspuncte der Doppeltangenten 16, 34, 78, welcher den ersten in den 
Berührungspuncten der Doppeltangente 25 schneidet. Auf dieselbe Weise wie 
die angegebene Combination von 6 Doppeltangenten der Doppeltangente 25 
entspricht, entspricht sie auch der Doppeltangente 14, oder 24, oder 15. 

Die den genannten 6 Doppeltangenten in dem System F entspre- 
chenden {[eraden Linien 16, 26, 36, 34, 35, 78 bilden eine rfiumliche Figur. 
Wie oft nun durch die den Doppeltangenten entsprechenden 28 geraden Linien 
eine solche Figur gebildet wird, so viele Curven geben durch die BerQbrungs- 
puncto von 6 Doppeltangenten hindurch. Um diese Zahl C der Curven dritter 
Ordnung zu ermitteln, mufs man also die Zahl der räumlichen Figuren von der 
beschriebenen Art bestimmen. Die beschriebene Figur besteht aus zwei Theileu, 
von denen der erste ans den 5 zusammenhängenden geraden Linien 16, 26, 
36, 34, 35, die durch die Puncto 1, 2, 3, 4, 5, 6 bestimmt sind, gebildet 
wird. Der zweite gesonderte Theil der Figur besteht aus der einen geraden 
Linie 78. Wenn man die letztere gerade Linie ungeandert Ififst und nun die 
Puncto 1, 2, 3, 4, 5, 6 mit einander vertauscht, so erhfilt man 90 verschie- 
dene Figuren. Man hat also 90.28 verschiedene Figuren von der beschrie- 
benen Art. Es ist demnach: 

C = 2520. 

Addirt man die Zahlen A, B, C, so erhfilt man die Zahl 5040 aller Curven 

dritter Ordnung von der beschriebenen Art. Wir haben also folgenden Satz: 

Ee giebt 5040 verechiedene Curven dritter Ordnung, welche 

durch die Berührungepuncte von 6 Doppeliangenten einer Curpe 

4ter Ordnung J = hindurchgehen. Durch die 12 Berührungen 
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ptmcte der 6 Doppeltangenten lassen sich 4 Paare Kegelschnitte 
legen. Jedes Paar Kegelschnitte schneidet sich in den Berührungs- 
puncten einer andern Doppeltangente und die 4 Doppeltangenten, 
in welchen" sich die 4 Paare Kegelschnitte schneiden, berühren die 
Curve in 8 Puncten, welche auf einem Kegelschnitt liegen. 

$. 17. 

Das Problem der Doppeltangenten einer gegebenen Curve 4ter Ordnung 
haben wir in {$. 8.) auf die Transformation einer gegebenen bomogenen Function 
J vom 4ten Grade in die Form (9.) einer symroetriscben Determinante zurflck- 
gefOhrt. Diese Transformation Ififst sieb unter Umstfinden algebraiscb durcbfOb- 
ren; durch Auflösung von Gleichungen, welche den 4ten Grad" nicht abersteigen. 
Wenn J in zwei rationale Factoren zerfällt, so läfst sich J in 
die Form einer symmetrischen Determinante algebraisch transformiren. 
Man hat hier zwei Falle zu unterscheiden. Entweder zerffillt J in einen 
Factor vom 3ten Grade und in einen F^tor ersten Grades, oder es zerfallt J 
in zwei Factoren zweiten Grades. 

Behandeln wir zuerst den ersten Fall, indem wir annehmen, dafs v 
der homogene Factor 9ten Grades und o- der lineare Factor sei; unter wel- 
cher Voraussetzung eben ist: 

(74.) J s=z v.a. 

Man kann nun drei verschiedene homogene Functionen Bten Grades tf 
bestimmen, oder durch Mulliplication derselben mit der dritten Wurzel der Ein- 
heit 9 homogene Functionen u, deren Determinanten der gegebenen Function r 
gleich sind, so dafs, wenn man durch u^i die zweiten partiellen Differential- 
quotienten der Function n bezeichnet, 

Wll W« Wl3 
Un U^ W23 

W31 W32 W33 

ist Die Bestimmung der Function ti verlangt nur die Auflösung einer Gleichung 
3ten Grades, welche ich im 28ten Bande dieses Journals S. 89 aufgestellt 
habü. Demnach stellt sich J als eine symmetrische Determinante dar, wie folgt: 

Wii «n ^ly 
W21 ^n «23 



(75.) 



W31 Uy, tlj3 

0a 
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Wir gehen zu dem andern Falle Ober. Um von der Form der aym* 
metrischen Determinante (9.) zu der Form (47.) einer ebenfalls symmetri-* 
sehen aber einfacheren Determinante fiberzagehen , welche unmittelbar die 
Doppeltangenten giebt, bedurfte es der Auflösung einer Gleichung vom Sten 
Grade. In unserem Falle, wenn J in zwei Factoren 2ten Grades ü und V 
zerfällt, wird sich die Transformation gleich auf diese Form (47.) algebraisch 
durchführen lassen. 

Man weifs, dafs sich zwei beliebige homogene Functionen vom zweiten 
Grade von 3 Variabeln^ immer in zwei Functionen , welche nur die Quadrate 
der neuen Variabein enthalten, transformiren lassen und dafs diese Trans- 
formation die Auflösung einer cubischen Gleichung erfordert. Wir können 
demnach^ ohne das Problem zu beschränken, annehmen, dafs die Factoren 
von J, U und V von der Form 

(76.) K=«x^+/?AHyi^V 

J = Ü.V 

seien. Wenn nun tnx-^nk-^p/i^O die Gleichung der den beiden Kegel- 
schnitten 17 = 0, V==0 gemeinschaftlichen Tangente sein soll, so müssen 
die CoöfGcienten in der angegebenen Gleichung der gemeinschaftlichen Tan- 
gente den beiden folgenden Gleichungen genügen: 



(77.) 



woraus sich folgende Werthe von m^. n\ p^ ergeben : 

!m^ = aa{by — eß)^ 
n' = bß(ca-ar), 
p' = cr(aß-ba). 
Da die Gleichungen (77.) ungeändert bleiben, wenn man m in —m, oder 
n in —n, oder p in — p verändert, so sieht man, dafs die Gleichungen der 
4 gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte ü und V folgende sein werden : 

MX'\'nk'\-pfi = 0, 

C79.) ( •»»+-*-'"• = 0' 
"^ ^ \ fnx—nl-fpfi = 0, 




i—mX'\'nX'\-piLi = 0. 
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Bexeioboet man mit IT das Prodaet der Theile Koks in diesen Gleichungen, 
ao wird 

(80.) IT = mV-f n*A*-f-/iV* — 2iiVi>^— 2;^^mVV — 2iii*ii*x^A^ 

nnd /7 c= die Gleichung der 4 gemeinschaftlichen Tangenten der beiden 
KegebchniUe. 

Man wird nun bemerken, dafs der Ausdruck 

n-\'4aabßcyU.r 

ein Yollstfindiges Quadrat ist, so dafs sich, wenn man mit tf den Ausdruck 

(8t.) u = iw(Ay+c/3)x* + ft/9(r«4-iiy)i*+cy(a/J+6«)^ 

beseichnet, die identische Gleichung 

(82.) /T-f Aaabßcy U. F = ti* 

findet Diese identische Gleichung, geometrisch gedeutet, giebt den be- 
kannten Satz, dafs die gemeinschaftlichen Tangenten zweier beliebigen Kegd- 
schnitte diese Curven in 8 Puncten berOhren, welche wieder auf einem Ke- 
gelschnitt liegen. 

Wenn man 

seist t so wird die identische Gleichang (82.) sn 

(84.) V = u' — iF^FuFnFo. 

Die 4 linearen Faetoren, in welche n zerfällt, sind nach (79.) bekannt. 
Beieichnet man nAmiicb durch A, B, C, D noch au hestimmende Constanten, 
so wird: 

/Fa= {mx-\-nX-\-pn)A, 

<-**^--' \F\, = {mx-nX-^p(i)C, 
\Fa = (— m*-fnX-f;»A*)-ö« 
Diese 4 Gonstanten, swischen welchen, wegen der 3ten Gleichung (83.), die 
Relation 

(86.) 4ABCD == — t 

Statt hat, werden non so an bestimmen sein, dafs 

(87.) V = -FnF^-\-Fr,Fui-FnF„ 
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ist, oder, dafs der Theil rechts der daraus folgenden Gleichong 

(88.) F„Fm = -ü + F^Fu+F^^Fu 

in zwei lineAre Factoren Fi2, F3« zerfAilt, welche wir hierdurch kennen 
lernen. 

Wenn wir der Kürze wegen JLB = Ä setzen, so ist, weil CD= — jg': 

Man wird nun bemerken, dafe der Theil rechts der Gleichung (88.) ans den 
Quadraten der Variabein x, l^ /i und dem einzigen Product xX zusammenge- 
setzt ist. Soli aber ein solcher Ausdruck in zwei linefire Factoren zerfallen, 
so mufs die Summe der in /i^ multiplicirten Glieder verschwinden. Setzen 
wir die Summe der in /i^ multiplicirten Glieder auf der rechten Seite der 
Gleichung (88.) gleich 0, so erhalten wir zur Bestimmung von E die qua- 
dratische Gleichung : 

(90.) ^M-^^^ + i = 0, 

woraus sieb durch Auflösung 

AE * V{aß)-\-Aba) 

ergiebt. Setzt man endlicb dieWerIhe von ti aus (81.) und von F^Fm müA 
Fi^Fa aus (89.) in (88.), so erbflit man: 

(92.) F,^F^ = .^j5^ {x^vi'aa ~ 2xUimi{a(tbß) + }?fnHß\. 
Demnach ist: 

und man kann setzen: 



§7. He^ise, über dh Doppeltangenien der Curven vierten Ordnung. 831 
(94.) / i^2/(o/tf— Aa)« t X/rj» 

welche Aasdrflcke folgender Gleichang identisch genflgen: 

(95.) V = AaqbßcyüV 

Ich will diese Abhandlung nicht schliefsen, ohne noch auf eine all- 
gemeine Eigenschaft der 56 Berahrangspuncfe der 28 Doppeltangenten einer 
Cnrve 4ler Ordnung hinzuweisen. 

Man weifs^ dafs durch die 56 Berahrungfspnncte einer beliebig gege- 
benen Curve 4ter Ordnung eine Curve 14ter Ordnung hindurchgeht (Crelte's 
Joum. Bd. 41. p. 292). Durch die Verbindung der Gleichung der gegebenen 
Cnrve mit der Gleichung der genannten Curve 14len Grades kann man eine 
miendiiche Zahl von Curven 14ten Grades bilden, welche ebenfalls durch 
jene 56 Berflhrungspuncte der Doppeltangenten hindurchgehen. Da es nun 
nach ($. 15.) 315 verschiedene Kegelschnitte giebt, welche von je 8 von den 
56 BerQhrungspuncten der Doppeltangenlen hindurchgehen, welchen Satz Herr 
Salmon zuerst veröffentlicht hat, so drängt sich die Frage auf, ob unter 
jenen Curven 14ten Grades nicht eine oder mehrere in 7 Kegelschnitte zer- 
fflUt. In der That finden sich leicht, gleich wie bei Herrn Salmon, 7 solcher 
Kegelschnitte ab etc. Ich bezeichne dieselben in dem Folgenden durch die 
Doppeltangenlen, durch deren Berahrungspuncte sie hindurchgehen, nSmlich 

a. 12 23 34 41, 



*. 


13 


35 


56 


61, 


c. 


15 


58 


87 


71, 


d. 


24 


45 


57 


72, 


€. 


26 


64 


48 


82, 


r 


67 


73 


38 


86, 


9- 


18 


25 


36 


47. 
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Mit HQlfe der Tafel (§. 14.) lassen sieb aas dieser Combinatioa von 7 Ke^ 
gelscbnitte leicht andere Combinationen von 7 Kegelscbnilten ableiten, welcbe 
ebenfalls durch sfimmtliche BerQhrangspuncte der Doppeltangenten hindurch- 
gehen. Es wäre aber interessant, zu erfahren, wie viele solcher Combinationen 
es Oberhaupt giebl. 

Die drei Kegelschnitte a, b, c lassen sich auch durch, sWei Curven 
3ter Ordnung h, i ersetzen, welche durch dieselben BerObrungspuncte der 
Doppeltangenten als die Kegelschnitte hindurchgehen ^ nSmlich 

h. 12 23 35 58 87 71, 
i\ 14 43 31 16 65 51, 

oder durch die beiden Curven 3ler Ordnung h', f, 

h\ 34 41 17 78 85 53, 
t'. 12 23 31 15 56 61. 

Eben so lassen sich die Kegelschnitte d, e, f durch die Curven dritter Ordnung: 

Ar. 24 45 57 76 68 82, 
/. 26 64 48 83 37 72, 

oder durch die Curven 3ter Ordnung k\ t, 

k. 24 48 83 37 76 62, 
r. 45 57 72 28 86 64, 
ersetzen; was aus den in ($.14.) angefflbrten Sfltzen erhellet. 
Königsberg im Angust 1853. 
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18. 

Über algebraische Carven und Flachen. 

(Vom Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 



Zahl der Normalen aus eiDem Puncte auf eine algebraische Curve, 
und Eigenschaften der Evolute der letztem. 

L JUie Frage: ^Wieviele Normalen einer gegebenen allgemeinen 
algebraiec/ken Curve n'^** Grads C" durch irgend einen in ihrer Ebene 
gegebenen Punet P gehen?*' ist gleichbedeutend mit derjenigen: ^Kon der 
wietielten Classe die Evolute der gegebenen Curve seif Diese Frage 
lafst sich unter andern auf folgende drei Arten leicht beantworten. 

1^ Wird die gegebene Curve C" in ihrer Ebene um den gegebenen 
Fooct P beliebig hernmbewegt und in der neuen Lage durch C" bezeichnet, 
SO schneiden sich beide Curven in n^ Puncten Qf und bewegt man nun die 
Curve Ci* wieder zurück, bis sie im Begriff ist auf die anfängliche Curve C" 
zu fallen, so Andern sich die n^ Schnittpuncte Q und im letzten Moment sind 
sie gerade die Fufspuncle der aus dem Fol P auf die Curve C" zu fällenden 
Normalen, deren Zahl somit =ii^ ist, und durch deren Fufspuncle, da sie 
als die Schnitte von C" und Ci anzusehen sind, unendlich viele andere Curven 
n**" Grads, ein Bflschel Curven n^^ Grads, gehen. Durch 4n(n-f3)— 1 der 
n' Fufspuncte Q sind daher die i(n— l)(n — 2) flbrigen bestimmt. 

2^. Denkt man sich in der Ebene der gegebenen Curve C" irgend 
einen KegelschnittbOschel jB(C^), d. h. alle Kegelschnitte, welche irgend 
4 reelle oder imaginäre Puncte gemein haben, so giebt es unter denselben 
ii(n + 3.2 — 3) = ii(n-f 1), welche die Curve C" berühren*). Läfst man 
von den 4 Grundpuncten dieses Büschels zwei und zwei zusammenfallen, so 
dafa sich die Kegelschnitte in zwei Puncten (reell oder imaginär) berühren, 
so ist die Berührungssehne, doppelt gedacht, als ein zum Bflschel B{C^) ge- 
toriger Kegelschnitt anzusehen, so wie jeder ihrer n Puncte, in welchen sie 
die Curve C" trifft, als einer jener it(n-f 1) Berührungspuncte, so dafs also 



*) S. Monatsbericht der Berliner Akad. d. Wissenschaften, vom August 1848; oder 
BAi 47. S. 6 dies. Journals. 
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die Curve C" nur noch von n^ der flbrigen, eigentlichen Kegelschnitte be- 
rflhrt wird. Da nun, wie Poncelel zaerst gezeigt hat, ein System concen- 
trische Kreise als ein Büschel sich in zwei Puncten berührende K^golsehnitte 
anzusehen sind, welche die im Unendlichen liegende Gerade ^ao zur ideetlen 
BerOhrungssehne haben; so folgt alsp: dafs es unter allen um den gegebe^ 
nen Punct P beschriebenen Kreisen, ifn Allgemeinen , n^ solche gieibt, 
welche die gegebene Curve C" berühren. Die nach den Berührungen 
puncten gezogetun Radien der Kreise, sind die durch den Punct P ge^ 
henden Normalen der Curve C". 

3"^. Aus den Untersuchungen, auf welche der citirte Monatsbericht 
sich bezieht, namentlich aus der daselbst bereits erwähnten Eigenschaft (S. 2) : 
jfdafs die algebraischen Curven durch projecHvische Curven "Büschel nie» 
drigern Grades erzeugt werden/' ergiebt sich die dritte Art die vorgelegte 
Frage zu beantworten, aus der zugleich noch einige interessante Umstfinde 
hervorgeben, die ich kurz andeuten will. 

Mit der Curve C" in gleicher Ebene sei noch irgend ein Kegelschnitt P^ 
gegeben. Von einem beliebigen Pol R seien die erste Polare in Bezug auf 
C'* und die Polare in Bezug auf P^ beziehlich C"''^ und P^; diese Polaren 
schneiden einander in n— 1 Puncten Q, und die reciproken Polaren jedes 
dieser Puncto Q gehen durch jenen Pol R, d. h. die {n — ^l)te Polare in Bezug 
auf C" und die Polare in Bezug auf P^ beziehlich C^ und P/ , von jedem 
der n— 1 Puncto Q, gehen durch R. Bewegt sich der Pol R in einer Ge- 
raden G, so bilden seine Polaren C""^ und P^ zwei Büschel B(C^') und 
B{P^) mit beziehlich {n — \f Grundpunclen C und 1 Grundpunct P; diese 
Puncto sind zugleich die Pole der Geraden G in Bezug auf die gegebeneo 
Curven C" und P\ nämlich G ist die (n— !)*• Polare jedes der (n^\f 
Puncto C in Bezug auf C^ so wie die Polare von P in Bezug auf P^ Die 
Bflschel B^C""^) und B{P^) sind, wenn man die demselben Pol R eot^ 
sprechenden Glieder C"*^ und P' als einander entsprechend annimmt, pro- 
jectivisch und erzeugen eine Curve n*^*" Grads, d. h. der Ort der it — 1 Schnitte 
Q je zweier entsprechenden Glieder C"^^ und P^ ist eine Curve n**"" Grads Q*, 
welche namentlich auch durch die genannten Grundpuncte (n — \fC und IP 
geht. Jeder der n Schnitte der Curve 0" mit der Geraden G soll Qi heifseo; 
(dieselben werden unter andern durch eine metrische Relation bestimmt, die 
zwischen ihnen und den Puncten statt findet, in welchen die Gerade G von 
den beiden Basen C" und P^ geschnitten wird). Da nach der schon ge 
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luaiDten ReciprociUt, umgekehrt von Jedem Puncle Q, in der Cprve Q*^ 
die polaren Geraden C^ und PI in Bezug auf die Basen O' nad P^ durch 
den correspondirenden Pol R in der Geraden G gehen, so werden abo jeddBS 
Paar Polaren C^ und PI parallel laufen, wenn die Gerade G ins Unendlidie 
verselzt, wenn sie 6« wird; und wird dabei noch der Kegdsdmitt P* ab 
Kreis angenommen, so stehen C^ und P/ auf der Geraden QP senkrecht 
da P, als Pol von G^ , nunmehr der Mittelpunct von P^ ist Unter diesen 
Annahmen wird also, wie man sieht, die Ortscurve 0% oder zur Untei'- 
scheidung Q^ , durch die Basis C" und durch den Mittelpunct P des Kreises 
P^ allein bestimmt, und zwar wie folgt: 

^Der Ort desjenigen Pols Q, deMMen {n—\)^ Polare C m Bezmg 
auf die gegebene Basis C" avf der aus dem Pol nach einesn gegebenen 
festen Puncle P gezogenen Geraden QP senkrecht steht j ist eine Curve 
n^ Grads 0^, welche namentlich auch durch diesen festen Punct P, eo 
wie durch die (n — if Pole C der Geraden G^ in Bezug auf die Basis C" 
geht'' yyÄndert der Punct P seine Lage, während die Basis C^ fest 
bleib^, so ändert sich auch die Curve Q^^ aber sie geht stete durch die 
festen (ii —1)^ Pole C und hat auch mit der Geraden G^ unoerdnderRche 
n Schnitte 0^, so dafs also ihre n Asymptoten consianie Bichlung Ae- 
hällen, sich selbst parallel bleiben'' (Die UnTerfinderlichkeil d«r n Pfmde 
Qi in der Geraden G^ wird dadurch bewirkt, daTs nach einen Poneelef^chen 
Satze j^alle Kreise P^ in der Ebene diese Gerade G^ zur gemdnschuft" 
liehen ideellen Secante haben."') Die auf diese Weise bestinunle Carre QU 
schneidet die Basis C" in n^ Puncten Q^(j=zQ)i die Polare C^ je4es dieser 
Puncto ist zugleich Tangente der Basis C' in demselben, aad somil die Ge«- 
rede Qf^P die zugehörige Normale, woraus wiederum herrorgefat, dopt aus 
jedem Punct P Je n' Normalen PQ^ auf die Basis C gehen. AHe Dn- 
stAnde zusammengefafst geben folgenden Satz: 

y^Aus jedem Puncle ^P in der Ebene einer gegebenen Curce wf^ 
Grads C gehen n^ Normalen PQ^ auf die letztere} die n^ Fufspuncle (^„ 
derselben sammt dem* Pol P liegen allemal in irgend einer andern be^ 
stimmten Curve n'^'* Grads Q^^ so dafs es also eben soviele solche Cnrven 
giebt, als die Ebene Puncte enthält, indem jedem Pol P eine ihn eigen^ 
thütnlich zugehörige Curve Q^ entsprichli und zwar hsAen mtle diex 
Curven n' — n-j-l bestimmte feste Puncte gemein , nimtich die (n — if 
Pole C der Geraden G^ in Bezug auf die Basis C", und n bes Hmm le 

CreHe*! Joarnal t d. M. Bd. XJLIX. Ueft 4. ^ 



336 i8. Sieiner, über algebraische Curven und Flächen. 

Puncle Qi in dieser Geraden selbst; vermöge dieser letztem Panc/e Q^ 
haben die Asymptoten aller Curven Q^ die nämlichen bestimmten Rieh" 
tungen!"- Und umgekebri: ^Jede durch Jüe genannten n' — n -j-1 Puncte 
C und Qi gehende Curve «*'" Grads , ist eine der genannten Curven Q^ 
und schneidet die gegebene Basis C" in solchen n^ Funden Q^^ deren 
zugehörige Normalen in einem Puncte P jener Curve sich treffen, der 
ihr entsprechender Pol ist'' y^Diejenigen unter allen diesen Curven Oor 
welche durch irgend einen gegebenen Punct Q gehen, bilden einen Cur^ 
venbüschel B{Q^) mit »* Grundpuncten, nämlich au fser jenen n* — n-fl 
Puncten C und Od ^^d dem gegebenen Puncte Q, haben sie noch an- 
dere bestimmte n — 2 Puncte [0j gemein, welche mit dem gegebenen Q 
in derjenigen Geraden, etwa L, liegen, die aus dem letztern auf seine 
polare Gerade C^ senkrecht gezogen wird; durch jeden dieser neuen 
n — 2 Puncte Q wird der nämliche Curvenbüschel B{Q^) bestimmt, und 
die Polare C^ eines jeden derselben steht auf der Geraden L senkrecht; 
in dieser Geraden L liegen zugleich auch die allen diesen Curoen, B{Q^\ 
entsprechenden Pole P, so d(^s der v!^ Schnitt jeder dieser Curven mit L 
(au fser den n — \ Schnitten Q) gerade ihr Pol P ist; diejenigen Hk— 1 
Curven Q^^ deren Pole P respective in die n — 1 Puncte Q fallen, be- 
rühren daselbst die Gerade L; wird in jedem Pol P an die ihm zuge- 
hörige Curve Q^ die Tangente T gelegt, so ist der Ort aller dieser Tan^ 
genten eine Curve n^'"" Classe T", welche die Gerade L zur (n—l) fachen 
Tangente hat; ferner liegen die n— 1 Puncte Q allemal mit den (n— 1)^ 
festen Polen C zusammen in einer Curve (»—!)*"• Grads C"""*, welche 
die erste Polare des im Unendlichen liegenden Punctes der genannten 
Polare C^ in Bezug auf die Basis C" ist.^' Umgekehrt: yy Liegen mehrere 
Pole P in irgend einer gegebenen Geraden L, so schneiden sich die ihnen 
entsprechenden Curven Q^ in bestimmten n — 1 Puncten Q auf derselben 
Geraden, etc^ y^Soll eine der Curven Q^ durch irgend, zwei gegebene 
Puncte Q gehen, so ist sie, im Allgemeinen, aOiolut bestimmt; denn die aus 
den zwei Puncten Q auf ihre respectiven polaren Geraden C^ senkrecht ge^^ 
zogenen Geraden L schneiden sich im Pol P der verlangten Curve Oo"**" 
Dieser Salz mag noch in folgender Hinsicht ergänzt werden. Die ge* 
ge))ene Basis C** wird von der im Unendlichen liegenden Geraden G^ in 
n Puncten A geschnitten. Man denke alle möglichen Curven n***" Grads, 
welche die gegebene in jedem der n Puncte A npunctig berabren, so hat 
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man einen speciellen Carvenbflschel 0(0"), dessen n^ Grnndponcte nur in 
den n Pnncten A liegen (so dafs insbesondere anch die n fache Gerade G„ 
als ein Glied desselben anzusehen ist). Dabei haben alle diese Curven jene 
mebrgenannten n^ — it-fl Puncto C und Oi^ im obigen Sinne, gemein, und 
die jedem Pol Q, in Bezug auf alle Curven, entsprechenden Polaren C^* sind 
jedesmal unter sich parallel. Dadurch wird bewirkt: ,,dafs, wenn aus irgend 
einem Pol P auf alle Curven B^C") JNartnalen gezogen werden, nämlich 
auf jede Curve n^ Normalen, dann die sämmtlichen Fufspuncte Qq in 
einer und derselben Curve Q^ lieyen und zwar sie ganz erfüllen; oder 
mit andern Worteti: dafs jede beliebige Gerade N, im Allgemeineti, auf 
je n'—l der gegebenen Curven B^C") normal steht, also n—\ Fufs^ 
puncle Qq hat, und dafs, wenn sich dieselluß um irgend einen in ihr an-- 
genommenen Pol P herumbewegt, dann jene n—\ Puncle Oo ^^ diesem 
Pol P entsprechende Curve Q^ beschreiben; und dafs umgekehrt, jede 
durch die n^ — n-j-1 festen Puncle C und Qi gehende Curve n^** Grads 
(^ die gegebenen Curven B{C'*) so schneidet, dafs die Normalen der 
letztern in ihren respectiven Schnittpuneten sämmtUch in irgend einem 
und demselben Puncte P sich treffen, der allemal in jener Curve Q^ Hegt'' 
fyWird in jedem Puncte Qo^ in welchem die^ Transversalcurve Q^ eine 
äer gegebenen Curven B{C'') schneidet, an letztern die Tangente T ge^ 
legt, so umhüllen alle diese Tangenten eine Ctiri?e (2n— 1^^ Classe J^"-^^ 
welche die Gerade G^ zur n fachen Tangente hat,'' 

Es wird nicht uninteressant sein, wenn wir die vorstehenden Sätze 
fAr den einfachsten Fall kurz wiederholen, wo it=2, also die angegebene 
Basis C" nur ein Kegelschnitt C^ ist, und eben so alle Curven Q^ nur Ke- 
gelschnitte Oo sind. Fflr diesen Fall reduciren sich die (n— 1)^ Pole C auf 
einen einzigen, auf den Mittelpunct C von C%* die 2 (=11) Puncte Oi auf 
der Geraden G^,^ sind die im Unendlichen liegenden Puncte der Axen .X 
und Y der Basis C%* und da nun jede Curve Q^ durch diese 2 Puncte Q^ 
geht, so folgt, dafs dieselben sämmtlich gleichseitige Ifyperbeln sind, deren 
Asymptoten den Axen X, T der Basis C^ parallel laufen. Danach hat 
man folgenden, zum Theil bekannten, speciellen Salz: 

jfAus jedem Punct P in der Ebene eines gegebenen Kegel- 
schnitts C^ gehen 4 Normalen PQ^ auf den letztern (reell oder imagi- 
$udr); die 4 Fufspuncte Qo derselben und der Pol P liegen allemal 
mit dem Mittelpunct C des Kegelschnitts und den unendlich entfernten 

45» 
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Pmnete»^ 2Qiy sdmer Axem X, Y zusammen in einer gleichseitigen Hj/-- 
fterM QS^ so iafs edso aUe, auf diese Weise bestimmten gleichseitigen 
Byperbeln, ße drei Pnncte C und 20^ gemein, und vermöge der 2Qi 
ihre Asjfmptoien den Axen X, Y parallel habend Und umgekehrt: ,^Jede 
gleickseiHge Hyperbel Qi^ welche durch den Mittelpunet C und durch 
die im Unendlichen liegenden PuncU, 2Qi^ der Axen des gegebenen Ke-- 
getscknitls C^ gehl, schneidet den letztem in 4 solchen Puncten Q^^^ deren 
zugehörige Normalen in irgend einem Puncle P der Hyperbel sich treffen. 
Bemegt sich der Pol P in irgend einer gegebenen Geraden L, so gehl 
die ihm entsprechende gleichseitige Hyperbel Q^ stets durch einen bestimmten 
Puncl Q in dieser Geraden; und umgekehrt: alle gleichseitigen Hyper- 
beln (^y% welche, außer durch Jene drei festen Puncle C und 2 Od noch 
durch irgend einen gegebenen 4^^ Puncl Q gehen, utid somit einen 
BnschH B{QS) bilden, haben ihre Pole P auf derjenigen Geraden L, 
welche durch den Puncl Q gehl und auf dessen Polare C^ (in Bezug 
auf die Basis C^ senkrecht steht'' yySotl die gleichseitige Hyperbel OJ 
durch irgend zwei gegebene Puncte Q gehen, so ist sie bestimmt, und 
die aus diesen Puncten auf deren respeclive Polaren C^ gefällten Per- 
pendikel L treffen sich im Pol P ^rselben."" — Ferner: ^^Denkt man 
sich, statt der einzelnen Basis C^, einen Kegelschnitt" Büschel B{C^), 
welche, einander in zwei (reellen oder imaginären) Puncten A auf der 
Geraden G^ berühren, oder, was dasselbe ist, alle Kegelschnitte, die dem 
gegebenen C^ ähnlich, und mit ihm ähnlich liegend und concentrisch sind, 
und fället aus irgend einem Pol P Normalen auf dieselben, so liegen 
sämuUliche Fufspuncte Q^ dieser Normalen in einer der genannten gleich- 
seitigen Byperbeln QS und erfüllen sie ganz; und umgekehrt: jede durch 
die drei Puncte C und 2Qi gehende gleichseitige Hyperbel Q^ schneidet 
sämmlHche gegebenen Kegelschnitte B{C'^) in solchen Puncten 0^, deren 
zugehörige Normalen durch einen und denselben Punct P der nämlichen 
tfyperbel gehend rJLiegt der Pol P, aus welchem die Normalen auf die 
gegebenen Curven B(C^) gefället werden, insbesondere in einer der beiden 
Axen X oder Y, so zerfällt die entsprechende gleichseitige Hyperbel Qq 
in zwei Gerade, wovon die eine jene Axe selbst ist, und die andere auf 
ihr senkrecht steht. Eben so zerfällt QS in zwei Gerade, wenn der Pol P 
in der Geraden G^ liegt, wovon die eine diese Gerade selbst ist, und die 
andere durch den JSßttelpuncl C geht.'' — EiDen wesentlichen Theil dieser 
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die Kegelschnitte betreffendeo Eigenseluifteo hat Poueeiet «aerst gegeben 
(TroUi des propri^tes projectives des figures p. 288 ort. 492}, and dM- 
selben Tbeil bat auch Joachimsthal behandelt (Crelle's Joorn« für Matfaem« 
Bd. 26. Heft II.)* Mit den vorstehenden Sfitzen steht aneh noch der folgende 
in unmittelbarer Besiehnng, nfioilicb: 

^fVerden in den je 4 Fufepuncten Q^^ der aus irgend einem 
Punete P auf die gegebene .Basis C^ gefällten Perpendikel an die Basis 
Tangenteh T gelegt, so berühren diese 4 Tangenten T mit den imden 
Axen X und Y zusammen allemal irgend eine Parabel, deren Leitlinie 
durch den Mittelpunct C der Basis geht; und umgekehrt: jede Parabel, 
welche die Axen der Basis C^ berührt, hat mit dieser 4 solche Tangen^ 
ten T gemein, welche die Basis in 4 Puncten Oo berühren, deren zuge^ 
hörige Normalen allemal in irgend einem Punete P zusammentreffen. 
Danach entspricht also jedem Punete P in der Ebene eine besümmte, 
die beiden Axen X und Y der Basis C^ berührende Parabel, und muh 
umgekehrt; bewegt sich der Punct P in einer gegebenen Geraden L, so 
berührt die ihm entsprechende Parabel stets irgend eine bestimmte smdere 
Gerade, und auch umgekehrt; liegt der Punct P insb^ondere in der 
Evolute der Basis C^, so berührt die Parabel die Basis, und auch um^ 
gekehrt." 

IL Die gesanimlen Normalen jeder Ciirve Co berfihren oder siqd 
Tangenten einer andern Curve E^^ die ihre Eoolute beifst. Doreh die vor- 
stehende Betrachtung haben wir bereits die Classe der Evolute jEo gefnndeo ; 
nämlich sie ist von der fi^^^*" Ciasse, wenn die gegebene Basis Cp vom it^ 
Grad = C" ist. Durch die eigenthOmliche Beziehung, welche beide Curven 
zu einander haben, werden auch ihre Eigenschaften, namentlich ihre singuliren 
Elemente (Punete und Tangenten) in gegenseitige Abhingigkeit gesetzt, and 
zwar wie folgt. 

a. Jedem Wendepunct der Basis C" entspricht ein im Unendlichen 
liegender Punct der Evolute £o, oder die Normale im Wendepunct der erster« 
ist eine Asymptote der letztern, und auch umgekehrt, so dafs also Ef, eben 
so viele geradlinige Asymptoten hat, und die Gerade G^ in eben so vielen 
Puncten B schneidet, als die Basis C" Wendepnncte hat, also im Aligemeinefl 
3n(fi — 2). 

b. Jedem der im Unendlichen liegenden n Punete A der Basis C" 
entspricht ein ROckkehrpunct JRj der Evolute £^, der ebenfalls im Unend- 
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liehen, auf der Geraden G^ Hegt, indem diese die zugehörige Rflckkehrlan- 
gente ist; demnach ist also die Gerade G^ eine n fache Bflckkebrtangente 
der Evolute £7». Die Tangenten der Basis in den n Puncten A sind ihre 
Asymptoten ; nach den za diesen Asymptoten senkrechten Richtungen liegen 
die n Rflckkehrpuncte Ri , d. h. die aus irgend einem Punct auf die Asymptoten 
gefAllten Perpendikel gehen durch die correspondirenden Rflckkehrpuncte JRi 
auf der Geraden G^. — Da die Gerade Ga, in jedem der n Puncto Ri mit 
der Curve Eq drei l^uncte gemein hat, was. mit den vorgenannten 3n(n — 2) 
Puncten B(a) zusammen 

3n-f-3ii(n — 2) = 3n(ii— 1) 
gemeinschaftliche Puncte der G^ mit E^, ausmacht, so folgt also, äafs die 
Evolute K »o»» 8n(it— l/'" Grad ist 

c. Jedem Scheitel S, d. h. jedem solchen Punct der Basis C", in 
welchem sie von einem Kreise 4punctig berührt wird, entspricht abermals 
ein ROckkehrpunct R der Evolute E^^ und buch umgekehrt. Daraus geht 
hervor, dafs die vorigen n Puncte A ebenfalls als solche Scheitel i9 anzu- 
sehen sind, die sich jedoch von diesen dadurch unterscheiden, dafs der zu- 
gehörige, vierpunctig berflbrende Kreis unendlich grofs ist, und zwar aus der 
doppeltgedachten entsprechenden Asymptote besteht. 

d. Stellt eine Gerade in zwei verschiedenen Puncten auf der Basis C% 
normal, so dafs sie eine Doppelnormale ist, so ist sie auch eine Doppeltan- 
gente der Evolute E^^ und auch umgekehrt. Da nun die Gerade G„ eine 
n fache Tangente der E^ ist (6.), so kann man sie, wenn es die Umstände 
erheischen, auch als eine n fache Normale der C" ansehen. 

e. Einem ROckkehrpunct der Basis C" entspricht ein Wendepunct 
der Evolute E^^ und auch umgekehrt. Wenn aber die Basis eine allgemeine 
freie Curve n^^ Grads ist, so hat sie keinen Rflckkehrpunct, und in diesem 
Falle hat dann auch die Evolute £o keinen eigentlichen Wendepunct. 

Hieraus, und mit Hfilfe der im oben citirten Monatsbericht gegebenen 
Formeln, ergiebt sich folgender Satz: 

^Die Evolute Eo einer allgemeinen Curve n^'" Grade C"^ ist eine 
Curve 

V. n^''" Classe und 3w(n— ly"* Grads; 

dieselbe hat, im Allgemeinen, keinen eigentlichen Wendepunct, und nur 

2\ 3n(ii — 2) 
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geradlinige Asymptoten, die zugleich die Normalen der Ctirve C" in 
ihren Wendepuncten sind; die übrigen 3n Asymptoten fallen auf die im 
Unendlichen liegende Gerade G^^ indem tUese eine n fache Rückkehrtan^ 
gente der Curve E^^ ist, und zwar liegen die n Rückkehrpuncte Ri nach 
den zu den Asymptoten der Basis C" senkrechten Richtungen. Im Ganzen 
hat die Evolute E^ 

3^ 3/1 (2w — 3) 

Rückkehrpuncte R^ und R, nämlich aufser den genannten n Puncten üi 
noch 2n(3it — 5) solche Rückkehrpuncte R, welche die Biittelpuncte der- 
jenigen Kreise sind, welche die Basis in den correspondirenden Puncten S 
tierpunctig berühren^ so dafs also die geg^ene Basis C" 

4^ 2ii(3» — 5) 

solche Scheitel S hat, in denen sie von einem, nicht unendlich grofsen, 
"Krmse vierpunctig berührt wird. Ferner hat die Evolute Eq im Ganzen 

5^ in(fi-l)y-fn-3) 

Doppeltangenten, oder die C" hat soviele Doppelnormalen} dabei ist jedoch 
die Gerade G^ für \n(ft—\) Doppeltqngenten mitgezählt, so dafs ohne 
dieselbe, und im engern Sinne, nur 

6\ |n(n— l)(«^-fn — 4) 
Doppeltangenten der J^u oder Doppelnormalen der C" statt finden.'' 

Ist die gegebene Basis insbesondere nur vom 2**'" oder 3^^" Grad^ so 
ergeben sieb, gemfifs dieses Salzes, folgende Eigenscbaften. 

A. Die Evolute E^ eines allgemeinen Kegelscbnitts C^ ist eine Curve 
4^'''Clas8e und 6'^" Grads (1^), wie bekannt; dieselbe hat keinen eigentlichen 
Wendepunct und auch keine Asymptote (2^) ; dagegen hat sie die Gerade &« 
zur doppelten RQckkehrtangente, und im Ganzen hat sie 6 ROckkehrpuncte (3^), 
nflmlich 2Ri (auf &«) und AR, die letztern sind die Mittelpuncte derjenigen 
nicht unendlich grofsen 4 Kreise, welche den Kegelschnitt C^ in den ent- 
sprechenden 4 Scheiteln jS (4^) vierpunctig berflhren; ferner hat Eo im 
Ganzen 3 Doppeltangenten (5^), die zugleich Doppelnormalen der C^ sind; 
und zwar bestehen dieselben aus der Geraden G^ und aus den beiden Axen 
X und Y (6^) von C^ also aus den 3 Axen von C^, indem auch 6r„ als 
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Axe anzusehen ist;*) hier sind Jedoch X und F nicht gewöhnliche Doppel* 
tasgenten der JSq; sondern sie sind (wie C?^) doppelte ROckkehrtahgenlen 
in 2 ond 2 der genannten AR, so dafs also die Scheitel dieser Axen X und Y 
die genannten 4 Scheitel i9 der Curve C^ sind. Oder kurz gefafst kann man' 
so sagen: Die drei Axen X, Y und G^ des Kegelschnitts C^ sind zugleich 
Axen seiner ISvoloie E^; dieselben sind Doppelnormalen von C^ und doppelte 
Rackkdirtangenten Yon JS^; ihre 3 Paar Scheitel sind diejenigen 6 Puncto 
(AS und 2^) in denen C* von einem Kreise vierpunclig berOhrt wird, und 
4ift in ihnen Hegenden 3 Paar Rflckkehrpnncte (AR und 2Ri) der £^, sind 
di» Hitte^miele dieser Kreise; in je einer Axe (Foder &«) ist das Paar Rflck- 
kebrpnncle und Scheitel imaginftr, in den beiden andern reell. Die Puncto 2Ri 
anf 6r« liegen nach den su den Asymptoten von C^ senkrechten Richtungen. 

B. Die Evolute £^ einer allgemeinen Curve 3^^° Grads C^ ist eine 
*GwTe 9*^ Classe nnd 18^ Grads (1^); sie hat nur 9 Asymptoien, wovon 
3 reei nnd 6 inaginSr sind, aber dasn hat sie die Gerade &« zor dreifachen 
RSekkefartangenfe, was die fehlenden 6 Asymptoten vertritt; ferner hat sie, 
anfeer den 3 ROckkebrpanelen Rg auf &«9 i^och 24 Rflckkehrpuncte R, und 
diesen entsprechend bat die Basis C^ 24 solche Scheitel jS (4^09 i" denen 
sie von Kreisen vierpunclig berfthrt wird, welche die respectiven Puncto R zu 
MHtelponcten haben; femer hatJE^, aufser der Geraden G^^ noch 24 Doppel- 
taBgeirten, die zngieieb die stamtlicben Doppelnormalen der C^ sind (6^); etc. — 
Dn die Basis C^ tob der 3*2 = 6"^ Classe ist, so bat sie mit ihrer Evolute E,^ 
im Ganien 6x9^=54 Tangenten T gemein, also: 

JDh alfyemeime Curpe S^^ Grads C hat im Ganzen 54 solche 
JS^rmmlen T, wtleke zugleich Tangenten derselben sind;^^ d. h. eine solche 
T Stahl in irgeni «neiB Pnncte Q normal auf der Curve und berOhrt sie in 
euiMi aMbra Pnnde A. Sei ü die Tangente der Curve in Q, so ist der 
rechte Winkd {Tu) der Curve nmschrieben , und sein Scheitel Q liegt in 
denelbeft und ist augleich der Berfihrnngspunct des einen Schenkels. ,^ 
gieit andere bestimmte 64 Punefe Oi ^ der Curve C\ in welchen der 
Scheitel emes: «Ar umsckriekenen rechten Winkels liegen kann, aber wobei 
sm wm dkssMä Slthesdtelm m mmdem Fmseten berührt wird.'' Nftmlich: 



^ Aueb ftel ai%emaiRer Betrachtung der Brennpuncle des Kegelschnitts C* tritt 
dia Gerade 6« als drifte Axe dessetben aof ^ indem auio findet, dafs o* in seiner Ebene 
3 Paar Bienapnacl« bat^ beziefiitcb in den 3 Axen X, Y und G« , die aber in zwei 
Axan imaginir und nur in einer reell sind. 
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y^Der Ort der Scheitel aller der geg^enen Curve C^ umgescAriebenen 
rechten Winkel (TU) ist eine Curve äff"' Grads ♦), und rffe 3x36 = 108 
gegenseitigen Schnittpuncte beider Curven bestehen aus den genannten 
64 Q und 54Q,r 

Ein anderer Lehrsatz ist der: 

jyBewegl sich der Scheitel eines rechten Winkels (TU) in der 
gegebenen Curve C^ während der eine Schenkel U dieselbe stets berührt, 
so beschreibt der andere Schenkel T (als Tangente) eine Curve ISf'^ 
Classe T^^ und 33^^" Grads, welche mit der Evolute E^y die 9 Asgmpto^ 
ten gemein hat; ihre übrigen 24 Asymptoten falten auf die Gerade G^, 
und zwar berührt sie diese in den 3 Rückke/irpuncten Ri der Evolute E^ 
mit je 4 Zweigen, so dafs sie die G^ zur zwölffachen Tangente hat; etc.'' 

Mit Berücksichtigung der Eigenschaften der irf meiner früheren Ab- 
handlung (Bd. 47. S. 43 dieses Journals) durch @^ bezeichneten Curve, 
schliefst man: 

^Dafs die allgemeine Curve 3^'" Grads C^, im Ganzen, 33 solche 
Normalen hat, von welchen sie, aufser dem Fufspuncte Q, in zwü andern 
Puncten A und B geschnitten wird, deren zugehörige Tangenten parat-- 
lel sind:' 

Über die Normalen aus einem Puncte auf eine algebraische 

Fläche. 

IIL Die Zahl der Normalen, welche aus irgend einem Puncte auf 
eine gegebene Fläche it*^*" Grads gehen, kann durch analoges Verfahren ge- 
funden werden, wie oben für die Curven (L)« und namentlich gewährt auch 
hier die dritte Verfahrungsart (entsprechend I. 3^) umfassendere interessante 
Resultatb, auf deren kurze nähere Andeutung ich mich hier beschränke. 

Hülfssatz 1. Irgend zwei in derselben Ebene liegende Curven 
n^^'' und p*'"" Grads, C und D^, haben, im Allgemeinen, 

(n+p-2y-(n-i)(p-i) 

Paare getneinschaftlich Pole Qi und polare Gerade V, d.h., es giebt in 



*) Der •allgemeine Satz heifst: ,J)er Ort der Scheitel aller rechten Winkel^ 
welche einer gegebenen Curve V'^ Classe umschrieben sind, ist eine Curve 
k*^^" Grads.'' — Der Widerspruch, in welchen dieser Satz mit dem bekannten Salze 
aber den Kegelschnitt tritt, ist nur scheinbar. 
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der Ebene die genannte ZaIU solcher Pole 0i, deren (n— 1)*^ und (p—ty 
Polaren rücksicAtlich der Basen C" und If, beziehlich C^ und />*, auf- 
einander fallen, eine Gerade {C^D^)^=L^ sind, ist insbesondere /i=2, also 
ly = Z>- nur ein Kegelschmlf, so reducirt sich die Zahl der Pole ft o^ 

und diese Zahl bleibt, wenn der Kegelschnitt insbesondere ein Kreis, 
oder selbst ein imaginärer Kreis wird. 

Hülfssatz 2. Jeder Ebene E entsprechen in Bezug auf eine 
gegebene Fläche vl^" Grads F"" je {n—\f verschiedene Pole F, d.h. die 
Ebene ist für jeden dieser Pole die {n—iy^ Polare in Bezug auf die Fläche 
F", oder /curz gesagt: sie ist die Polar -^ Ebene jedes dieser Pole F. 
Nämlich jedem beliebigen Pol Q entspricht nur eine bestimmte Polar-- 
Ebene F^, aber dieser entsprechen umgekehrt (/i — If verschiedene Pole Q. 
Die der im unendlichen liegenden Ebene E^ in Bezug auf die gegebene 
Fläche F" entsprechenden {n — \f Pole sollen durch F^ bezeichnet werden. 

Aaf diese HOlfssatze und Erklärungen gestfltzt, lassen sich die erwähnten 
Resultate wie folgt angeben. 

yyln Bezug auf eine gegebene allgemeine Fläche n^'" Grads F' 
und in Rücksicht auf irgend einen beliebig gewählten festen Punct P ist 
der Ort desjenigen Pols Q, dessen Polar ^ Ebene F^ in Bezug auf die 
Fläche auf der Geraden, die ihn mit dem festen Punete verbindet, d. i. auf 
der jedesmaligen Geraden QP senkrecht steht, eine Raumcurve (Curve 
doppelter Krümmung) n^ — n-f 1'*^" Grads, 

welche auch durch den Punct P geht und in demselben da» aus ihm 
auf seine Polar-EAene gefällte Perpendikel zur Tangente hat^ für die^ 
jenigen Pole Qi)0= Q), in welchen diese Curve die Fläche trifft, wird 
die entsprechende Polar ^ Ebene F^] zugleich die Berührungs-- Ebene der 
Fläche in demselben, und somit die Gerade PQ^^ die zugehörige Nortnale, 
und folglich gehen aus jedem beliebigen Punete P, im Allgetneinen, 

Normalen PQ^ auf die gegebene Fläche F" und die n(»^ — ii-j- 1) Fufs- 
punete Qo derselben, sammt dem Punete P, liegen in der genannten Haum- 
eurve (^'''-"+\" Noch mehr: y^Diese Curve geht auch allemal durch die 
{n—\f Pole ^) der im unendlichen liegenden EAene E^ (2.)) eo wie 
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durch p? — n-f-1 bestimmte Puncte Qi in dieser Ebene, nnd zwar sind 
diese Puncte Q^^ nach dem Sinne des ersten Hülfssatzes (1.), die ge^ 
meinschaftlichen Pole derjenigen zwei Curven C^ und D^^ in welchen 
die Ebene E^ ton der gegebenen Fläche jP" und von irgend einer Ku^ 
gel FC) geschnitten wird, ^) wobei also Dl ein imaginärer Kreis ist (1.). 
Demnach gehen also die alten Puncten P des Raumes auf diese Weise 
entsprechenden Curven ^ "'-"+* sätnmtlich durch die genannten festen 

{n—\f Pole F,, und (n^ — n-f 1) Puncte Q,, 

und vermöge der letztem Puncte, Q^^ haben die Asymptoten aller Curven 
dieselben bestimmten Richtungen, nämlich sie sind nach diesen Puncten 
gerichtet, so dafs die Asymptoten einer jeden mit den Asymptoten jeder 
andern parallel sind/' Da die aus irgend einem Puncte Q der Curve 
Qn^-n+2 qq^Ij g]|^^ andern Puncten derselben gezogenen Geraden in einer 
Kegelfläche ii(n— l/*"* Grads liegen, welche jenen Puncl Q zum Scheitel 
(Mittelpunct) hat; so kann man auch sagen: 

^Die aus irgend einem Puncte P auf die gegebene Fläche F" 
gefällten n(n^ — »-f 1) Kormalen PQ^^^ nebst den aus P nach jenen festen 
Puncten, jPy und Q^ gezogetien, respective {n—\f Geraden PF^ und 
n^— n-f 1 Geraden PQi^ alle diese, zusammen =^n(2n^—Sn'{- 3) Gerade, 
sammt dem aus P auf seine Polar-Ebene gefällten , Perpendiliel , liegen 
allemal in einer Kegel fläche n{n — 1^* Grads; und eben so liegen die 
aus jedem der genannten Puncte (Q^y^ F^^ und QJ nach alten übrigen 
(und nach P) gezogenen Geraden in einer Kegelscfmittfläche desselben 
Grads, die für die Puncte Q^ insbesondere in einen Cylinder übergeht/' 

Auch hier findet eine analoge Ergänzung statt, wie oben (I. 3^). 
Man denke sich alle Flächen n*^" Grads, welche die gegebene Fläche i^" 
längs ihrer Schnittcurve C^ mit der Ebene E^ äberall itpunctig berflhren, 
d. h. man denke sich den besondern Flächenbflschel B^F")^ dessen Grund- 
curve (gemeinschaftliche Schnittcurve, die im Allgemeinen eine Raumcurve 
n^*^" Grads ist) aus der nfach gedachten Curve Q besteht, so dafs die itfach 
gedachte Ebene E^ als ein Glied dieses BQschels anzusehen ist: so haben 
alle diese Flächen, B{F'')^ die vorgenannten {n—\f PoleFo der Ebene JE«, 
so wie die in dieser Ebene liegenden »^ — it -[- 1 Puncte Qi gemein, und die 



*) Nach PonceleVs Satz haben alle Kugeln mit der Ebene £» den nämlichen ima- 
ginären Kreis gemein. 

46» 
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jedem beliebigen Pol Q in Rücksicht anf alle Flächen entsprechenden Polar- 
Ebenen, F^, sind jedesmal unter sich parallel. Daraus folgt: 

yyFället man aus irgend einem Puncte P auf alle Flächen des 
eben beschriebenen besondern Fldchenbüschels B^F") Normalen, au f jede 
Fläche n(n'^ — ^-f^) Normalen PQi)^ so liegen alle diese Normalen in 
einer und derselben Kegel fläche n(n — 1)'^'' Grads, und ihre sämmtlicJken 
Fufspuncte Oo Hegen in einer Raumcurve (n^ — n-j-iy^^" Grads, (^ '-"+*, 
die sie ganz erfüllen und die alletnal (so wie auch der genannte Kegel) 
durch die mehrgenannten ii(ii^ — 2ii-f 2) festen Puncte Fo und Qi geht" 
^y ersetzt man den Punct P ins Unendliche, in die Ebene E^^ so zer^ 
fällt die Kegelfläche, so wie auch die Raumcurve Q"^""^^, in bestimmte 
Theiler 

In Betreff des obigen Satzes ist zu bemerken, dafs ffir den Fall, wo 
die gegebene Fläche F" nur vom 2*"" Grad, = F^ ist, Herr Ter quem 
irgendwo zuerst bewiesen bat: y^dafs aus jedem Puncte, im Allgemeinen, je 
6 Normalen auf dieselbe gehen, und dafs solche 6 Normalen jedesmal 
in einer Kegelfläche zweiten Grads liegen" Gemäfs dem Vorstehenden er- 
hält nun aber dieser Satz folgende Erweiterung. Der Ebene E^ entspricht 
fOr diesen Fall nur ein einziger Pol ^), da (2—1)^ = 1 ist, und zwar ist 
derselbe der Mittelpnnct der gegebenen Fläche F^; die in E^ liegenden 
n^ — n-\-i Puncte Qi reduciren sich auf 30i, und zwar sind sie die im Un- 
endlichen liegenden Puncte der 3 Axen X, Y und Z der Fläche F^. Danach 
lautet der vollständigere Satz wie folgt: 

yfAuf eine gegebene allgemeine Fläche 2^^" Grads F^ gehen aus 
jedem beliebigen Puncte P je 6 Normalen PQ^y (reell oder imaginär}; 
die 6 Fufspuncte Q^ derselben nebst dem Puncte P Üegen allemal mit 
dem Mittelpuncte Fo der Fläche und mit den im Unendlichen liegenden 
3 Puncten Qi ihrer 3 Axen X, Y und 2i zusammen in einer Raum^ 
curve 3*^" Grads Q^ *) ; «/fe auf diese Weise bestimmten Curoen Q^ haben 
also die 4 festen Puncte F^ und 3Qi gemein, und vertnöge dieser 8Q^ 
haben ihre Asymptoten dieselben constanten Richtungen, nämlich sie sind 
sdinrntHch den drei Axen der Fläche parallel; und ferner: die 6 Nor'- 
malen PQ^ aus jedem Puncte P, nebst den 4 Geraden, die aus demselben 
nach dem Mittelpunct F^ und nach den 3 Puncten Qi^ d. i. den drei Axen 



*) Die Raumcurve dritten Grads ist durch sechs Puncte bestimmt. 
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parallel, gezogmi werden, sammt dem aus P auf seine Polar ^ Ebene 
gefällten Perpendikel, was zusammen 11 durch P gehende Gerade sind, 
liegen altemal zusammen in irgend einer Kegelfläche S*'" Grads; und 
eben so liegen die aus dein Mittelpuncle jFIj, oder die aus einem der 6 Fufs-- 
puncte (^0 nach den jedesmaligen übrigen 10 Puncfen gezogenen 10 Ge-- 
raden in einer Ksgelfldche 2^^" Grads, und insbesondere liegen die aus 
einem der 3 Puncte Qi nach den übrigen 10 Puncten gezogenen Geraden, 
oder die durch die Puncte 6Qo^ Fo ^^ä P mit einer der 3 Axen X, 
Y, Z parallel gezogenen 8 Geraden, zusammen in einem gieichseUigen 
'hyperbolischen Cgiinder; d. h. werden die 8 Puncte, ßQ^^ F^ und P, nach 
der Richtung einer der drei Axen (etwa X) auf eine zu dieser Axe 
senkrechte Ebene (etwa auf die Ebene YZ) proßdrt, so liegen die neuen 
8 Puncte in einer gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten den jedesmali'- 
gen beiden andern Axen (Y und Z) parallel sind.'' — ^^Durch jeden gege-- 
benen Punct Q gehen unendlich viele der genannten Raumcurven Q^, und 
die ihnen entsprechenden Pole Q liegen sämmtlich in dem aus jenem Puncte 
Q auf seine Polar --Ebene F^ gefällten Perpendikel" — Es folgt ferner: 
y^Denkt man sich einen solchen besondern Flächenbüschel 2^'" Grads 
B{F^)^ welche einander längs eines in der Ebene E^ liegenden (reellen oder 
imaginären) Kegelschnitte Cl berühren, oder, mit Poncet et zu sprechen, 
denkt man sich eifi System ä/intiche, ähnlichliegende und concentrische 
Flächen zweiten Grads, und fället, aus irgend einem Puncte P j^or- 
malen auf dieselben, auf jede Fläche 6 Normalen PQo^ so liegen deren 
sämintliche Fufspuncte Q^ in einer und derselben Raumcuroe 3*'" Grads Q^, 
welche allemal durch den Mittelpunct F^ der Flächen und durch die im 
Unendlichen liegenden 3 Puncte Qi ihrer gemeinschaftlichen Axen X, 
Y und Z geht, so dafs also die 3 Asymptoten der Curve stets diesen 
Axen parallel sind; und ferner liegen die gesammten Normalen PQ, 
wozu insbesondere nufnentlich auch die aus P nach dem Mittelpuncle F^^ 
und nach den 3 Puncten Q^ oder den Axen parallel gezogenen vier 
Geraden gehören, allemal in irgend einer Kegetfläche 2*'" Grads FS.'' 
Liegt der Pol P insbesondere in einer der drei Axen -Ebenen XY, XZ 
und YZ, so zerfallt die Raumcurve Q^ in einen in dieser Ebene liegenden 
Kegelschnitt Q'^ nnd in eine auf derselben senkrecht stehende Gerade Q^, 
und demgemfifs zerfallt die Kegelflache FS in zwei Ebenen, wovon die eine 
die genannte Axen -Ebene selbst ist und die andere darauf senkrecht steht, 
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durch P und die Gerade Q^ geht; and liegt ferner der Pol P in einer der 
drei Axen X, Y und Z^ so besteht Q^ aus drei Geraden, wovon die eine 
die Axe selbst ist<^ die beiden andern auf ihr senkrecht stehen und beziehlich 
den beiden andern Axen parallel sind, so dafs dabei die Kegelfläche F^ 0us 
zwei Axen -Ebenen besteht. Ganz ähnlich verhält es sich, wenn der Pol P 
insbesondere in der Ebene E^,^ oder in einer der drei Geraden X^^ F|, Z| 
liegt, in welchen dieselbe beziehlich von den Axen- Ebenen ZY, ZX, YX 
geschnitten wird; denn im gegenwärtigen, (so wie in manchem andern) Be- 
tracht ist die Ebene E^ als vierte Axen-Ebene anzusehen, so dafs ein Axen- 
Tetraeder statt findet, dessen 6 Kanten X, Y, Z, JCi, F^ und Zi als Axen 
der gegebenen Flächen, Ä(/^), zu betrachten sind. 

Berlin, im April 1854. 
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19. 

über den Unterschied zwischen theoretischen und 
practischen Zinsrechnungen. 

(Nachtrag zu der Abhandlung über Sparcassen im 39. Bande dieses Journals 8. 183 etc.) 

(Vom Herausgeber.) 



1. 

Üis ist fOr das Eigenthumsrecht, also aacb für die Gesetzgebung noth- 
wendig, den Unterschied der Ergebnisse theoretischer und practischer Zins- 
rechnungen zu berücksichtigen. Einen solchen, nicht unbedeutenden Unter- 
schied giebt es, wie sich zeigen wird, wirklich. 

Es sind insbesondere die beiden Fragen zu untersuchen: 

Erstlich. Bis zu welchem Betrage eine bestimmte Summe in einer 
gewissen Zahl von Jahren durch ihre Zinsen anwächst, und 

Zweitens. Welche Summe durch eine jährliche oder halbjährliche 
ZMung und durch ihre Zinsen in einer bestimmten Zahl von Jahren auf- 
gehäuft wird. 

Diese Fragen kommen häufig in der Wirklichkeit vor. Z. B. bei Renten- 
Ablösungen, Tilgung von Anleihen, Renten- und Wittwencassen etc., und überall 
wo ein Interusurium oder gesetzliches Disconto in Betracht kommt. Die Er- 
örterung der Ergebnisse wird sich leicht auch auf etwanigö andere Fragen 
anwenden lassen. 

2. 

Man kann, aus diesem oder jenem Grunde, entweder blofs einfache 
Zinsen, wie Hoffmann und Andere, oder auch noch Zinseszinsen, wie 
z. B. Leibnitz, in Rechnung bringen. In beiden Fällen ist die theoretische 
Beantwortung der obigen beiden Fragen sehr leichL Aber die Ergebnisse 
treffen in beiden Fällen practisch nicht das Rechte, and die Abweichung 
vom Richtigen kann, besonders bei kleinen Summen, verhällnifsmäfsig sobr 
bedeutend sein. Man setzt nämlich voraus, dafs sich jede, auch die kleinste 
Summe, jeden Augenblick und ohne Schwierigkeit und Mühe zinsbar sicher 
anlegen lasse; was bekanntlich in der Wirklichkeit nicht der Fall isL Für 
gröfsere Summen ist der Unterschied der theoretischen und praktischen 
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Ergebnisse verhällnifsmäfsig wenig bedeutend, wie es sich an einigen Bei- 
spielen zeigen wird. Aber gerade besonders für kleine Summen ist es nöthig, 
dars das Gesetz den Besitzer vor Schaden wahre, weil fAr Den, welcher 
Wenig hat, auch schon Wenig Viel sein kann. 

3. 

Als Zinsfufs wird gewöhnlich der Jahreszins angegeben und an- 
genommen. Aber gezahlt werden Zinsen fast durchweg halbjährlich; be- 
sonders bei allen zinstragenden Papieren. Man wird daher in der Regel 
halbjährliche Zinsen in Rechnung zu bringen haben. 

s sei eine bestimmte Zahl von Geld-Einheiten. 

n eine Zahl von halben Jahren. 

z sei der halbjährliche Zins von 1. 

X sei die Summe, welche durch Hinzuthun einfacher Zinsen und 

X die natürlich kleinere Summe, welche durch Hinzuthun von ein-- 
fachen und von Zinseszinsen in n halben Jahren zu der Summe s unter 
der Bedingung anwächst, dafs sich jede, auch die kleinste Summe, in jedem 
Augenblick zu dem Zinsfufs z anlegen lafst. 

Y sei eine halbjährliche gleiche Zahlung, welche durch Hinzuthun 
einfacher Zinsen und 

y die, natOrlich kleinere halbjährliche Zahlung, welche durch Hinzuthun 
von einfachen und Zinseszinsen in n halben Jahre die Summe s giebt; 
beides unter der obigen Bedingung. 

a sei die kleinste Summe, welche sich wirklich stets ohne Hfihe nnd 
Schwierigkeit zu dem Zinsfufs z sicher anlegen läfst. 

Xn und Tn seien die Summen, welche sich aus X und Y durch hin- 
zuthun einfacher Zinsen und 

Xn und yn diejenigen, welche sich aus x und y durch Hinzuthun von 
einfachen und von Zinseszinsen in n halben Jahren wirklich aufhäufen lassen ; 
nämlich unter der Bedingung, dafs nur Vielfache von a auf Zinsen ausgethan 
werden können. 

o sei die Summe und 

€ die halbjährliche Zahlung, welche in n halben Jahren durch Hin- 
zuthun von wirklich zu erlangenden Zinsen näherungsweise die Summe s 
einträgt. 
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a„ and b„ seien die Summen, bis zu welchen a und € in n halben 
Jahren durch Hinzuthun von wirklich zu erlangenden Zinsen anwachsen , so 
dars, wenn a und b genau berechnet werden, a^ und e„ gl^ch s sind. 

4. 

Erstlich. Eine beslimmte Summe wächst durch Zinsen, 
theoretisch, wie folgt an. 

I. Die Summe X durch einfache Zinsen. 
Da jedes halbe Jahr zX zu X hinzukommt, so nimmt JIT in n halben 
Jahren um nzX und folglich bis zu JIT-f nzX zu. Soll also Dies die Summe s 
geben, so mufs 

(1.) s = (1-f n2r)JC sein, woraus 

(2.) X = -xi^ ^^'^'' desgleichen 

(3.) n = -^^y- und 



(4.) z = 



zX 
s—X 

nX 



II. Die Summe x durch Zinseszinsen. 

Da der Ertrag jedes halben Jahres l-f-^m^I so grofs wird, so ist 
der Ertrag von x nach n halben Jahren x{\'\'Zy. Soll Dies die Summe s 
geben, so mufs 

(5.) 9 = x{\'\-zy sein, woraus 

(6.) X = ^|X^ folgt; desgleichen 

(8.) log(l + .) = i2£lzd2££. 

Zweitens. Eine gleiche halbjährliche Zahlung trägt theoretisch 

Folgendes ein. 

I. Die halbjährliche Zahlung Y durch einfache Zinsen. 
Es werde angenommen , dafs, wie es gewöhnlich der Fall ist, die 
erste halbjährliche Zahlung am Ende des ersten, die letzte halbjährliche Zah- 
lung am Ende des letzten halben Jahres erfolge. 

CreUe*! Journal f. d.M. Bd. XLIX. Heft 4. 47 
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Dann ist die erste halbjährliche Zahlung Y^ welche am Ende des 
ersten halben Jahres erfolgte, bis zum letzten halben Jahre, die n — 1 halben 
Jahre hindurch, nach (1.), bis zu [1 -}-(n — 1)2:] F angewachsen; die zweite 
halbjährliche Zahlung F, die n—2 halben Jahre hindurch, bis zu [l-f-(ii— 2)ä] Y; 
die dritte halbjährliche Zahlung Y^ die n — 3 halben Jahre hindurch, bis zu 
[1 -}-(» — 3) 5j]F U.S. w. Die letzte halbjährliche Zahlung giebl blofs Y. Also 
ist überhaupt aufgesammelt worden: 

(1^24-3 + 4... +»-l)i5F-[-nF=iiF+i(l + n—l)(n-l)2F 

= /iFLl+i(n-l)^]. 

Soll Dies die Summe s geben, so mufs 

(9.) s = nYli-\-^{n-i)z] 

sein, und daraus folgt 



(10.) F = 

VJ-nV nAop m' 9» ^ 



Ferner folgt aus (9.) 8==in'z¥—^nzY-{nY oder h'—2n(^~)—^=0, 
also « = ^±/[(^y + |f] oder 

^-2±/[U-2)»+y] 



(11.) « 



2z 



Endlich folgt aus (9.) 

(12.) .z = aji=:^. 

^ "^ n(n — i)Y 

II. Die halbjährliche gleiche Zahlung Y durch Zinseszinsen. 
Die erste halbjährliche Zahlung y, welche am Ende des ersten halben 
Jahres erfolgt, wächst bis zum Ende des Mten halben Jahres, die n--\ halben 
Jahre hindurch, nach (5.) bis zu y{t'\-zy'^ an; die zweite halbjährliche 
Zahlung y, die n — 2 halben Jahre hindurch, bis zu yil-^-zy-; die dritte 
halbjährliche Zahlung, die n—S halben Jahre hindurch, bis zu y{i -j-^)""^ Q- s. w. 
Die letzte halbjährliche Zahlung y thut blofs y hinzu. Also ist Oberhaupt aurge- 
sammelt worden: [i+(i+ij)+(i+«)'+(i+^)'--H-(H«)""']y=i4?^ 

(i-j-s)" 1 

= ' -y. Soll Dies die Summe s geben, so mufs 



z 



(13.) , = l!+^.y 
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sein. Hieraus folgt 

desgleichen sz-\-y =^ (\-\-^Ty, also « log ( 1 -|- 2^) = log(l -]--—) und 

endlich 

(16.) log(l + c) = 'og(^*+y)-iogr. 

Aus der Gleichung (16.) läfst sich z nur näherungs weise durch Ver- 
suche finden, wie es auch sonst häufig, z. B. bei der Auflösung algebraischer 
Gleichungen von höheren Graden vorkommt. Man kann für z zunächst den 
Werlh von z, welchen (12.) für einfache Zinsen und für Y = y giebl und 
welcher etwas zu grofs sein wird, rechts in (16.) setzen. Dann verkleinert 
man ihn allmälig, bis der Gleichung (16.) genug gethan wird. Die übrigen 
obigen Gleichungen lassen sich unmittelbar auflösen. 

Man möge nun an ein Paar bestimmten Fällen sehen, inwiefern die 
Ergebnisse der theoretischen Ausdrücke von denen in der Wirklichkeit 
abweichen. 

5. 
Frage No. i. A hat die Nutzniefsung einer Summe 8, welche 
dem B gehört, auf n halbe Jahre. Wieviel kann und mufs B dem A am 
Anfange der n halben Jahre zahlen, wenn er dem A die Nutzniefsung ab- 
kaufen will? 

a. Offenbar so viel, dafsiS aus der Summe, welche er von s übrig 
behälty in n halben Jahren die ihm dann gebührende Summe s aufhäufen 
kann. Die geringeren immerwährenden Zinsen aus dem Theile von s, 
welchen A erhält, sind so viel wer/h als die vollen Zinsen von s auf n 
halbe Jahre. 

b. Der jährliche Zinsfufs sei 4 vom Hundert, also 

(17.) z = 0,02. 
Ferner habe A die Nutzniefsung der Summe s auf 20 Jahre, so dafs 

(18.) n = 40 
ist. Und dann sei zunächst die Summe 

(19.) s = 100 Thaler. 

47» 
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c. Bringt man dem B blofs einfache Zinsen in Rechnung, so ist 
Das, was er von den 100 Thalern übrig behalten mufs, nach (2.) theoretisch: 

(200 * = jq^ = T^ÖM = ^ = »5,555 Th.l.r, 

und er hat also 44,444 Thaler dem A zu zahlen. 

Bringt man dem B Zinseszinsen in Rechnung, so ist Das, was er 
von den 100 Thalern übrig behalten murs, nach (6.): 

(21.) a?===_i-— = -^^ = 45,289 Thir. (durch Logarithmen berechnet), 

und er hat also dem A, 54,711 Thaler zu zahlen. 

d. Sicherlich würde nun B am Ende des 20ten Jahres zu seinen 
100 Thaiern gelangen, wenn er halbjährlich 2 v. H. einfache Zinsen zu 
der Summe JC= 55,555 Thaler, oder 2 v. H. Zinsen und Zinseszinsen zu 
der Summe 0^ = 45,289 Thaler, die er übrig behält, hinzu legen könnte. 
Aber es ist nicht vorauszusetzen, dars B sogleich Jemand finden werde, der 
gerade 55,555 Thaler zu 4 v. H. jährlich zu leihen verlangt. Er wird ihn 
suchen müssen, und dieses Suchen erfordert, wenn nicht haare Kosten, so 
doch Zeit und Mühe; und Zeit und Mühe sind auch Geld. Findet er nur zu einer 
geringeren runden Summe, z. B. zu 50 Thalern, einen Schuldner, so verliert er 
schon die Zinsen von dem Rest. Es ist möglich, dafs ihm Dies durch die Zinses- 
zinsen, welche er erlangen kann, wieder einkommt; allein es ist nicht sicher. 

Entschieden ist sein Schaden, wenn er nur 45,289 Thaler übrig be- 
halt, und nun Zins vom Zins aufhäufen soll. Denn er mufs dann nicht blofs 
gleich Anfangs einen Schuldner suchen, welcher gerade 45,289 Tbaler ge- 
liehen verlangt, sondern auch jedes halbe Jahr Schuldner für die geringeren 
Zinsbeträge (z.B. von 0,02.45,289 = 0,90578 Thaler nachdem ersten halben 
Jahr) ; was ihm schwerlich gelingen wird. Findet er nur für weniger Schuld- 
ner, so verliert er von den Zinsen; und finden sich nur Solche, die mehr 
verlangen, so mufs er von dem Seinigen zulegen ; wozu er nicht verbunden ist. 

e. Alles wasJS zu Ihun vermag^ ist, dafs er für so viel als es an^ 
geht aus den x oder X Thalern, die er übrig behielt, so wie späterhin aus 
den aufgesammelten Zinsen , sichere zinstragende und ohne namhafte Mühe zu 
erlangende Papiere kauft, das Übrige aber, was noch nicht zu den kleinsten 
käuflichen Papieren hinreicht, zinslos zu seinem Bestände hinzuthut. 

f. Es wäre also zu berechnen, welche Summe B aus den Summen 
X und X die 40 halben Jahre hindurch in den beiden Fällen, wenn ihm nur 
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einfache Zinsen und wenn ihm Zinseszinsen in Anrechnung gebracht werden, 
wirklich aufzuhäufen vermag. 

Es werde angenommen, dafs, wie es in der WirkUchkeit meistens der 
Fall sein wird, das kleinste, überall käufliche sichere Zinspapier, weiches 
2 y. H. halbjahrliche Zinsen tragt, auf 

(22.) ö = 10 Thaler 
laute. 

ff. Dann sind die Bestände, zu welchen B allmalig gelangt, folgende. 

fVenn dem B blofs einfache Zinsen in Rechnung gebracht werden^ 
also von X = 56,655 Thlrn. 



Am Ende 

dea halben Bestand. 
Jahres. 


Nämlich 

▼on 
früher. 


Und an 
Zins. 


Von 


Aus 




Tlilr, Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 






5 60,555 


55,555 


5,0 


50 


5 halben Jahren, 


13 70,155 


60,555 


9,6 


60 


8 


_ ■ _ 


21 81,355 


70,155 


11,2 


70 


8 


- 


27 90,955 


81,355 


9,6 


80 


6 


- 


33 101,755 


90,955 


10,8 


90 


6 


- 


38 111,755 


101,755 


10,0 


100 


5 


- 


, 48 116,155 


111,755 


4,4 


HO 


2 


- - 



(23.) 



Also kann JS bis zum Ende des 20ten Jahres aus Jir= 55,555 Thlrn. die Summe 

(24.) X„ = 116,155 Thaler 
wirklich aufhäufen ; was fiber 16 v. H. mehr ist, als ihm zukommt. Folglich wird 
B, wenn man ihm blofs einfache Zinsen in Ansatz bringt, bedeutend beffün- 
stigt und A gegenseits durch die Zahlung von blofs 44,444 Thlrn. benachtheiligt. 

Wenn dem B Zinseszinsen in Rechnung gebracht werden, 
aho von x = 45,289 Thlrn. 



(24«.) 



Am Bnde 

des halben 

Jahres. 


Bestand. 


Nämlich 

von 
früher. 


und an 
Zins. 


Von 


Aus 




Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 






t 6 


50,089 


45,289 


4,8 


40 


6 halben Jahren, 


l ^^ 


60,089 


50,089 


10,0 


50 


10 


- 


) 25 


70,889 


60,089 


10,8 


60 


9 


- 


] 32 


80,689 


70,889 


9,8 


70 


7 


- 


1 38 


90,289 


80,689 


9,6 


80 


6 


- 


\ 40 


93,889 


90,289 


3,6 


90 


2 


- 
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Also vermag B bis zum Ende des 20ten Jahres ans 07 = 45,289 Thalern 
nur die Summe 

(25.) x„ = 93,889 Thaler 
aufzuhäufen, was Ober 6 v. H. weniger ist, als ihm zukommt. Folglich wird B, 
wenn man ihm Zinseszimsen in Ansatz bringt, bedeutend benachtheiligt und 
dagegen A gegenseits durch die Zahlung von 54,711 Thlrn. begünstigt. 

Mithin trifft weder die Anrechnung von blofs einfachen Zinsen, noch 
die von Zinseszinsen das Rechte. 

/i. Bei gröfseren Summen ist der Fehler bei der Anrechnung von 
Zinseszinsen verhältnifsmäfsig nur gering, bei der Anrechnung von blofs 
einfachen Zinsen aber noch viel gröfser. 

Es sei z. B. s, statt wie vorhin 100 Thaler, 

(26.) s = 10000 Thaler. 

Dann sind X und x in (2. und 6.) 100 mal so grofs und folglich ist 

(27.) X = 5555,5 Thaler ffir blofs einfache Zinsen,- 

(28.) X = 4528,9 Thaler für die Anrechnung von Zinseszinsen. 

Wir wollen von der Rechnung, zunächst fQr einfache Zinsen, um den 
Raum zu sparen, blofs den Anfang hersetzen. 

Wenn dein B blofs einfache Zinsen in Ansatz gebracht^ also 5566,6 Thlr. 
zugestanden werden, so sind die Beträge folgende: 



Am Ende 

des halben 

Jahres. 


Bestand. 


Nämlich vom 
vorigen Jahre. 


Und an Zins. 


Von 


1 Thlr. 


5666,5 Thlr. 


5555,5 Thlr. 


111 Thlr. 


5550 Thlr. 


2 - 


5779,7 - 


5666,5 - 


112,2 - 


5660 - 


3 - 


5895,1 - 


5779,7 - 


115,4 - 


5770 - 


4 - 


6012,9 - 


5895,1 - 


117,8 - 


5890 - 


5 - 

• . • 


6133,1 - 


6012,9 - 


120,2 - 


6010 - 



(29.) 



Das End-Ergebnifs ist 

(30.) X = 12260,3 Thlr. 

Also kann B aus den ihm zu einfachen Zinsen berechneten 5555,5 Thlrn. 
in 20 Jahren nicht blofs 10000 Thlr., sondern 12260,3 Thlr. aufhäufen; er 
bekommt also Ober 22j|- v. H. tnehr, als ihm gebOhrl. 
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Werden dagegen detn B Zinseszinsen in Anrechnung gebracht, 

so ergiebt eine ganz ähnliche Rechnung, dafs er von den ihm alsdann zu- 
gestandenen 4528,9 Thirn. in 20 Jahren nicht 10000 Thir., sondern nur 

(310 ^n = 9993,3 Thir. 
aufzuhäufen vermag, dafs er mithin 6,7 Thlr. zu wenig bekommt; was nicht 
bedeutend ist. 

6. 

Frage JS'o. 2. A hat dem B eine immerwährende Rente zu zahlen, 
welche halbjährlich 2 v. H. der Summe s beträgt. Wieviel mufs A zu der 
Rente n halbe Jahre lang halbjährlich zulegen, um sie abzulösen: 

Oder auch: 

A ist dem B die Summe s schuldig, mufs sie ihm mit 2 v. H. halb- 
jährlich verzinsen und zuletzt, wenn auch nach noch so langer Zeit, zurück- 
zahlen. Wieviel mufs A n halbe Jahre lang halbjährlich zu den Zinsen zu- 
legen, um dann nach n halben Jahren nichts zurückzahlen zu dürfen? 

a. Offenbar so viel, dafs B aus der Zulage in n halben Jahren die 
Summe s aufzuhäufen vermag, weil er dann weiterhin, statt von dem A, aus 
der Summe s die ihm gebührende Rente, oder die ihm gebührenden vollen 
Zinsen zieht. 

b. Die nöthige halbjährliche Zulage wird, wenn man dem B nur 
einfache Zinsen in Ansatz bringt, die Y (10.), und wenn man ihm Zinses- 
zinsen anrechnet, die y (14.) sein. 

c. Es sei nun zuerst 

(32.) * = 100 Thaler, n = 40, 

so ergiebt sich aus (10.) und aus (14.): 

.oq^ V ^ __ ^00 __ ^00 

^oo.) M —,,|-i^.^(^j «.1)2.] — 40(14-19,5.0,02)" 55,6 

= 1,7985 Thlr. für einfache Zinsen und 

(34.) y = (Tf^W = TW^^ = ^'^^^^ '^''''- ^^' Zinseszinsen, 

d. Es kommt jetzt wieder darauf an, welche Summe B aus diesen 
halbjährlichen Zahlungen in 20 Jahren aufzuhäufen vermag; wobei wie 
in (§. 5. 22.) 

(35.) « = 10 Thaler 
angenommen werden soll. 
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e. Die Beträge sind folgende: 

Wenn dem B blofs einfache Zinsen in Rechnung gebracht werden, also 
aus der halbjährlichen Zahlung ton i,7985 Thlr. (33.): 



(36.) 



Am Ende 

des halben 

Jahres. 


1 Bestand. 


Nämlich ^-'',^»" 
„^^ an halb- ^^^ 


Und an 
halb- 
jährlicher 
Zahlung. 


Ans 






Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 


Thlr. 








/ ^ 


10,7710 











1,7985 


6 halben Jahren, 


i ^^ 


20,7635 


10,7710 


0,2, 


10 


1,7985 


5 


- 


- 


1 ^^ 


31,7560 


20,7635 


0,4 


20 


1,7985 


5 


- 


- 


1 20 


41,3500 


31,7560 


0,6 


30 


1,7985 


4 


- 


- 


/ ^^ 


51,7400 


41,3500 


0,8 


40 


1,7985 


4 


- 


- 


\ 27 


60,1355 


51,7400 


1,0 


50 


1,7985 


3 


- 


- 


1 31 


72,1295 


60,1355 


1,2 


60 


1,7985 


4 


- 


- 


/ 34 


81,7250 


72,1295 


1,4 


70 


1,7985 


3 


- 


- 


f 37 


91,9210 


81,7250 


1,6 


80 


1,7985 


3 


- 


- 


^ 40 


102,7165 


91,9210 


1,8 


90 


1,7985 


3 


- 


- 



Also vermag B bis zum Ende des 20'*" Jahres aas der halbjfihrlichen Zahlung 
von 1,7985 Thlrn. die Summe 

(37.) F„ = 102,7165 Thlr. 
aufsuhflufen, mithin nahe an 3 v. H. mehr, als ihm zukommt. Er wird daher 
durch die Anrechnung von blopi einfachen Zinsen begünttigt. 

Wenn dem B Zinseszinsen in Rechnung gebracht werden; also aus der 
halbjährlichen Zahlung von i,6656 Thlr. (34.): 

Am Ende Nämlich ^"Va^ ü""!*» 

des halben BesUnd. von j^^jj^; Von ^^^^ Au. 

Jahres. früher. ^ins. Zahlung. 

Thlr. Thlr. Thlr. Thlr. Thlr. Thlr. 

7 11,5885 1,6555 7 halben Jahren, 

12 20,8660 11,5885 0,2 10 1,6555 5 - 

17 31,1435 20,8660 0,4 20 1,6555 5 - 

21 40,1655 31,1435 0,6 30 1,6555 4 - 

gg } 26 52,4430 40,1655 0,8 40 1,6555 5 - 

^ •-' ^ 29 60,4095 52,4430 1,0 50 1,6555 3 - 

33 71,8315 60,4095 1,2 60 1,6555 4 - 

36 80,9980 71,8315 1,4 70 1,6555 3 - 

39 90,7645 80,9980 1,6 80 1,6555 3 - 

40 94,2200 90,7645 1,8 90 1,6555 1 - 
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Also vermag B bis zum Ende des 20ten Jahres aus der halbjAbrlicben 
Zablung von 1,6555 Tbirn. nur die Summe 

(39.) y„ = 94,2200 Tblr. 

anzubäufen, folglicb um beinabe 6 v. H. weniger als ibm zukommt. 

f. Für gröfsere Summen sind die Abweicbungen , wenn man blofs 
einfacbe Zinsen in Anrechnung bringt, ebenfalls bedeutend, aber wenn man 
Zinseszinsen ansetzt, nur gering. 

Es sei z. B. 

(40.) s = 10000 Tblr., 
so ist nacb (10. u. 14.)) wie aus (33. u. 34.) erbellet, 

(41.) Y = 179,85 Tbaler für einfache Zinsen, und 
(42.) y = 165,55 Tbaler für Znnseszinsen. 

g. Die Berechnung ist der obigen ganz ähnlich, weshalb sie, um den 
Raum zu sparen nicht hergesetzt wird. Die Ergebnisse sind: 

(43.) r, = 10857,50 Thaler, 

(44.) Yn = 9994,80 Tbaler. 
Mitbin bekommt B, wenn man ibm blofs einfache Zi^nsen anrechnet, 
durch die halbjährliche Zahlung von 179,85 Thlrn. nach 20 Jahren 857,50 Thlr. 
oder Ober 8^ v. H. zu viel; wenn man ihm dagegen Zinseszinsen in An- 
satz bringt nur 5,2 Thlr. zu wenig; was nicht bedeutend ist. 

7. 
Lautet das kleinste käufliche Zinspapier auf mehr als 10 Thlr., was 
leicht sein kann, da die kleinen Stücke nicht so leicht und nicht jederzeit zu 
haben sind, so ist der Unterschied für kleine Summen verbältnifsmäfsig sehr 
bedeutend. 

Ist man z.B. auf Eisenbahnprioritäts-Actien beschräskt, die gewöhn- 
lich auf 

(45.) a = 100 Thlr. 

lauten, so würden Dem, welcher in 20 Jahren 100 Tblr. aufhäufen soll, am 
Anfange der 20 Jahre weder die ihm für den Ansatz voi> blofs einfachen 
Zinsen berechneten Jir= 55,555 (20.), und noch weniger die ibm für Zinses- 
zinsen berechneten ar= 45,289 Thlr. (21.) genügen. Er würde, sobald er im Ge- 
ringsten weniger als 100 Thlr. empfängt, streng genommen, gar nichts an Zinsen 
aufsammeln können. Da er aber wieder, wenn man ihm die vollen 100 Tblr. 
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gäbe, zu viel bekommen wflrde, nämlich die 80 TUr. Zinsen von 100 Thirn. 
in 20 Jahren, so ist in diesem Fall die Auseinandersetzung nicht anders 
möglich, als dafs man ihm blofs dnfache Zinsen anrechnet, also 55,555 Thlr. 
zahlt und nun voraussetzt, er werde Jemand finden der diese Summe zu 
4 V. H. geliehen verlangt. Hier mvfs also nothwendig nach einfachen Zinsen 
gerechnet werden. Auch weder die halbjährliche Zahlung von 1,7985 Thlr. 
fOr einfache, noch die von 1,6555 Thlr. fOr Zinseszinsen berechnet, genfigt, 
weil sich nichts davon auf Zinsen anlegen läfst. Es müssen halbjährlich 
2^ Thlr. gezahlt werden, woraus sich dann in 40 halben Jahren die 100 Thlr. 
aufsammeln lassen. 

Für grofse Summen ist es anders. Z.B. aus der für *= 10000 Thlr 
auf Zinseszinsen berechneten Summe von 45238,9 Thlrn. (28.) lassen sich in 
20 Jahren, selbst wenn a=^\0 Thlr. ist, auf die obige Weise berechnet, 
9946 Thlr. aufhäufen, und aus der auf Zinseszinsen berechneten halbjährlichen 
Zahlung von 165,55 Thlr. (42.) noch immer 9952 Thlr., so dafs in dem 
einem und dem andern Falle nur etwa \ v. H. an der richtigen Summe fehlt. 

8. 
Es wfirde sich fragen, wie die Sumtne a (§. 3.), aus welcher, und die 
hatifdhrliehe Zahlung, durch welche sich in n halben Jahren die bestimmte 
Summe s für bestimmte a und z durch Hinzuthun der wirklich zu erlangenden 
Zinsen aufhäufen läfst, zu finden sei. 

' Die Sumtne a 

läfst sich ohne Proben, und im Allgemeinen genau, in gewissen Ausnahms- 
fällen aber für ein nahe kommendes s, wie folgt berechnen. 
a. Es sollen 

(46.) On, cy„_i, a^^2^ a„_^^ ... die Beträge bezeichnen, welche am Ende 
des nten, n— Iten, n — 2ten, n — 3ten, etc. halben Jahres aus der ge- 
suchten Summe a durch wirklich zu erlangen gewesene Zinseszinsen sich 
haben aufhäufen lassen; so dafs a^ die Summe s selbst sein soll. 

(47.) Ar„.i, kn^2^ A„+3 9 ••• sollen die gröfsten ganzen Zahlen der in 
o,.i, o^2^ c;„^, ... enthaltenen Vielfachen des kleinsten Betrages a sein, 
welcher sich zinsbar anlegen läfst. 

(48.) r,^, r^^, r„_3, ... sollen die Reste sein, welche k^^^a, k^^iO, 
k^^a, ... von a^.^, a«^, a,_3, ... übrig lassen, so dafs 

(490 a„.,==:*^iÄ-f r^.|, cj^=Ä„-j«+r«-a, a,^=*,^ii-frn.„ . . . ist. 
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*6. Nun lassen sich ans a„.i, a„_2, a„^^ ... fflr das nAchste halbe 
Jahr nur von den Theilen k^^a, k„^2^, ^n-s^i •••9 nicht von den Resten 
r„.n ^n-2 9 ^n~3 9 •••9 Zinsen erlangen; denn die r sind kleiner als n und 
mfissen also zinslos bis auf Weiteres aufbewahrt werden. Also geben die 
^n~i? ^n-2 9 ^1.-3 9 • • • je fOr das nächste halbe Jahr die Beträge 
(50.) o, = a„^i'{-zk„.,a, a„^, = a„^2+zk„^2a, a„^2 = On^z + ^k„^ja, 

<^«-.3 = ^«-4 + ^k„^^a, . . . 
c. Setzt man hierin die Ausdrücke von a„_i, a„_2, <t«-3, ... aus (49.), 
so erhält man: 

1. s = a, =Avia(l+5r) + r„.,, 

2. a„^i = Ä„^2ä(l + «)-|-^— 2^ 

3. a,_2 = Ä„.3ö(l 4-Ä)-j-r,.3, 
(51.) ( 4. cT..3 = Ä«^a(l + ^)+r,^, 



und dann aus (49.) 



(52.) 

n— 1. öl =kia'\-ri und 

n. Oo =Aroa+r„=o. 

* J. Man mufs also zuerst nach (51.1.) s==za„ mit a^i-^z) dividiren, 
was Ar„_i und r„_i und darauf aus (52. 1.) a„^i giebl. Hierauf dividirt man 
nach (51.2) das gefundene o„^i mit a(l-f «), was Ar„_2 und r,.2 nnd dann 
aus (52.2.) a..2 giebt. Und so weiter bis zu c7o = o hinunter; welches also 
dann so aus s gefunden wird. 

tf. Offenbar findet sich durch diese Rechnung das gesuchte a aus dem 
bestimmten s völlig genau; aber nur dann, wenn alle Reste r, auf welche 
man kommt, kleiner als a sind. Es kann aber sein, dafs man auf Reste r 
kommt, welche gleich a und selbst gröfser als a sind, weil die Gleichun- 
gen (51.), aus welchen man die r durch die Division, nicht mit a, sondern 
mit a(l-f-^) nimmt, nnr r geben, die nothwendig kleiner als a{\'\-z\ 

48» 



• • 


«Tj =Ari«(14-«)-(-r,, 


n. 


ffi _Ar„fl(l-j-ar)-i-r„ 


1. 


ö«_i=— Ä,_,a-|-r,_,, 


2. 


<y«-j = *.-»«+ '■»-«n 


3. 


«^»-3 ^ ^»-3 « + »"n-a 1 


4. 


<T,_4_Ä,_4<l+r„_4, 
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nicht nothwendig kleiner als a sind. Ergiebt sich nun ein r = ä oder 
:>a<Ca(l-f ^)? so Ififst sich deshalb nicht etwa ein um 1 gröfseres k setzen; 
denn dadurch würde das r<;rt(l-f ar) um ii(l+3r) kleiner und folglich ne-^ 
gativ werden; was nicht sein darf, weil es bedeuten wQrde, dafs zu dem 
Bestand für die weitere Zeit zugelegt werden soll; wozu der Inhaber des 
Bestandes nicht verbunden ist. Man mufs also die r, welche, obgleich kleiner 
als a{\-\-z)^ gleich oder gröfser als a sind, zulassen y und setzen, dafs sie 
ebenfalls zinslos bleiben; woraus sich dann aus dem gefundenen a rückwärts 
ein ö^ ergeben mufs, welches um etwas gröfser als s ist. Indessen ist dieser 
kleine Überschufs in diesen Ausnahmsfällen nicht unbillig. Ein Überschufs 
über s wäre sogar überhaupt in allen Fällen nicht unbillig; als einige Yer- 
gütigung für die Hühe des Äufsawmelns. 

IL Die halbfährliche Zahlung t, 
welche durch die wirklich zu erlangenden Zinsen in n halben Jahren die 
Summe s einträgt, läfst sich nicht durch ein ähnliches Verfahren wie in (I.) 
finden, sondern nur näherungsweise, durch Proben. Denn hier würde in den 
Gleichungen (50. u.51.) rechterhand a hinzukommen und es würde z.B. in (51.) 

(53.) * = o. = A:,.,«(l+«) + r„., + . 
sein, woraus sich k„^i und z„^i nicht finden lassen, da e noch unbekannt ist. 

9. 
In der Regel wird man, um e^ so wie auch a zu finden, am besten thun 
und am schnellsten zum Ziele kommen, wenn man erst x und y nach (6. u. 14.) 
berechnet, da die Anrechnung von Zinseszinsen, wie aus dem Obigen er- 
hellet, im Allgemeinen das Richtige näher triflfl als die Anrechnung von blofs 
einfachen Zinsen. Hierauf berechne man wie oben die Summen x„ und y\, 
welche sich aus den gefundenen x und y durch wirklich zu erlangende 
Zinsen aufhäufen lassen und welche stets kleiner sein werden als s. Dann, um 
dem richtigen gröfsern a und e näher zu kommen, vergröfsere man x und y 
verhälfnifsmäfsig, indem man nämlich 

(54.) x = x — und >==> — 

setzt. Man berechne nun von Neuem die Summen x^ und y^, welche aus x 

und y durch wirklich zu erlangende Zinsen sich aufhäufen lassen. Treffen 
die s noch nicht so nahe, als zu verlangen ist, so wiederhole man das Ver-- 
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fahren und setze 

2 1^ 11. 

(55.) a: = a?.-p- und y = y.-p-. 

IM M 

U. s. w. bis das s nahe genug erreicht ist, z. B. durch x und y. Dieses 

M m 

X und y kann alsdann 

(56.) o* = c7 und y = f 
gesetzt werden. 

Zum Beispiel für jp = 100 Thlr., 2r = 0,02, n = 40 wäre nach (21.) 
0? = 45,289 Thlr. und nach (25.) jr„ = 93,889 Thir. Ferner wäre nach (34.) 
y = 1,6555 Thlr. und nach (39.) )\ = 94,2200 Thlr. Also würde man 
nach (54.) 

(57.) X = 45,289. J^ = 48,236, 

• (58.) ;=1,6555-^4^ = 1,7565 

zu setzen haben. Berechnet man nun hieraus wie in (24. und 38.) x^ und y^,^ 
so ergiebt sich dafür 

(59.) x\ = 100,236 und y, = 100,86. 

Dies Beides kommt ^=100 schon hinreichend nahe, und es wird daher, 

1 1 

ganz angemessen, weil x„ und y„ etwas gröffier als s sind, 

(60.) a = i = 48,236 Thlr. und ^ = v„ = 1 J565 Thlr. 
gesetzt werden können. 

Für gröfsere Summen z.B.: ^=10000 Thlr., wo nach (31.) ar„=9993,3 
Thaler und nach (44.) y„ = 9994,8 Thlr. , also schon dem s ziemlich nahe sich 
ergeben haben, ist die Annäherung nach (§. 4.) noch passender. 

10. 
Es zeigt sich nun aus allem Obigen thatsächlich, dafs weder die An- 
rechnung von einfachen Zinsen, noch die von Zinseszinsen Das giebt, was 
durch die Aufsammlung von Zinsen in der Wirklichkeit zu erlangen möglich 
ist. Blofs einfache Zinsen gerechnet, giebt für den Aufsammler in der Regel 
zu viel, Zinseszinsen geben zu wenig. Für kleine Summen s ist die Ab- 
weichung cerhältnifsmäfsig bedeutend} je gröfser s, je geringer ist sie. 
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Daraus folgt dann, dafs das Gesetz för dergleichen Zinsreobnangen 
weder den Ansatz von blors einfachen Zinsen, noch den Ansatz von Zinses-- 
Zinsen vorschreiben darf. Durch die Vorschrift der Anrechnung von blofs 
einfachen Zinsen wird es den Aufsammler begünstigen, dnrch die des An- 
satzes von reinen Zinseszinsen benachtheiligen. Das Gesetz mufs, damit es 
gerecht sei, vorschreiben: 

Dafs bei dergleichen Zinsrechhungen nur diejenigen Zinsen und Zin^ 
seszinsen in Ansatz gebracht werden dürfen, welche sich wirk- 
lich erlangen lassen. Zu dem Ende mufs es die kleinsten 
runden Summen bestimmen, welche sich stets und ohne namhafte 
Mühe für den Aufsam$nler zu diesem oder jenem Zinsfufs sicher 
zinsbar anlegen lassen. 

Und danach mufs dann, wie oben auseinandergesetzt, gerechnet 
werden. 

11. 

Andererseits folgt aus dem Umstände, dafs, wie sich oben zeigte, Das^ 
was sich wirklich erlangen Ififst, von dem nach reinen Zinseszinsen Berech- 
neten fQr grofse Summen verhdllnifsmfifsig nur unbedeutend abweicht, dafs 
eine Sparcasse, wie die in (Band 39. S. 183) beschriebene, die mit Hun- 
derttausenden und Millionen von Thalern zu verkehren haben wörde, unbe- 
denklich nach reinen Zinseszinsen rechnen darf; wie es auch dort geschehen 
ist. Der kleine Verlust wird durch den möglichen Gewinn beim Ankauf der 
Papiere vielfach gedeckt. Was aber eine Casse mit der grofsen Summe 
vieler vereinigten Summen zu thun vermag, das vermag nicht der Einzelne; 
am wenigsten mit einer kleinen Summe. 

Ferner folgt, dafs, wenn eine Sparcasse wie die gemeinte vorhanden 
wäre, dadurch auch alle Schwierigkeiten und mögliche Streitigkeiten bei den 
Zinsrechnungen vermieden werden würden. Denn wenn z. B. Jemand die 
Summe s nach n halben Jahren zu empfangen hatte, so könnte er, wenn 
er Dasjenige sogleich verlangt, woraus er in n halben Jahren die Summe s 
durch die Zinsen aufzuhäufen vermögen wOrde, ohne Weiteres durch diejenige 
Summe in Sparcassenscheinen befriedigt werden, die nach n halben Jahren 
die Summe s werfk ist; und das um so mehr, da ihm dann zugleich alle 
Mühe und Wagnifs beim Aufsammeln erspart wird. Die Sparcasse abernimmt 
diese Hübe und dieses Wagnifs fär ihn. Das Gesetz könnte ihn sogar geraden 
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duf die Sparcasse verweiseo; etwa neben der obigen Bestimmong. Daraus 
folgt el)enfalls noch ein Nutzen der vorgeschlagenen Sparcasse. 

Diese Bemerkung ist der in der Überschrift gedachte ISachiray^ wel- 
cher noch zu der genannten Abhandlung aber Sparcassen nothwendig war. 

12. 
Es möge noch einer Art von Zinsrechnung gedacht werden, welche 
zwar in der Wirklichkeit nicht vorkommt, aber theoretisch nicht ohne In- 
teresse ist. 

a. Es ist hier oben aberall angenommen worden, dafs die Zinsen 
halbjährlich gezahlt werden. Aber es sind auch Zinsen möglich, die viertel^ 
jährlich, monatlich, wöchentlich, täglich und in beliebig noch kleineren 
Theilen des Jahres zahlbar sind. Geht man bis zur Theilung des Jahres in 
unendlich viele Theile, so wärde dies Zinsen geben, die sich stetig (conti-- 
nuirlich) nennen lassen, und es frOge sich, welches der Ertrag solcher 
Zinsen sein würde. 

b. Theilt man das halbe Jahr und auch den halbjährlichen Zins in 

m Theile, so würde, wenn z wie oben den halbjährlichen Zins von 1 be- 

1 I z 

zeichnet, in jedem Zeittheil — die Summe 1, 1-j — mal so grofs werden, 

fn tn 

also würde 1 in it halben Jahren bis auf 

(61.) ,, = (l-f^)"" 

4 , 2 , nminm — 1) z* , nm{nm^i){nm — 2) z* 

* m ' 2 w* ' 2.3 m^ 

anwachsen. Dies giebt für fii=ioc, 

(62.) ,, = l + «« + i^ + ^.... 

Die Reihe rechts ist nichts anderes als e"^, wo 

(63.) e = 2,7182818285 
und die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist. Also ist 

(64.) s^ = e^\ 

c. Theilt man den halbjährlichen Zins z nicht in m Theile, wie das 
halbe Jahr, sondern rechnet auf den Zeittheil -r- so viel, dafs in m Zeittheilen 
oder in einem halben Jahre die Summe 1 gerade auf i-\'Z anwächst, so 
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kommt man nalDrlich auf die gewöhnliche Zinseszinsrecbnang und es ist 

(65.) . = (i^zr = i-{-nz+^^^z^ y'^"-^]^^-^^ z^ .... 

d. Für n=l ist 

(66.) *, = e- und * = 1 -|- s. 
Dies würde für « = 0,02, 

(67.) », = 1,02022 und * = 1,02 
geben. Für n = 40 und z = 0,02 wären 

(68.) *x = 2,22553 and * = 2,20805. 
Die Unterschiede sind, wie man sieht, nicht bedeutend. 
Berlin, im December 1852. 



367 



20. 

Zur Theorie des Potentials. 

(Von Herrn Jul Weingarten, Slud. Math, zu Berlin.) 



Uie Theorie der Anziehung, die ein Körper, dessen Theile nach dem 
Netvtonschen Gesetz wirken, auf einen materiellen Puncl ausübt, läfst sich 
bekanntlich auf die Betrachtung einer einzigen Function der Coordinaten des 
angezogenen Punctes zurückfahren, ans der sieb durch Derivation die Com- 
ponenten der Gesammt-Anziehung ergeben. Diese Function wird nach Gaufs 
mit dem Namen Potential bezeichnet, und ist ihrer Wichtigkeit wegen Ge- 
genstand vieler Untersuchungen geworden. 

Im Folgenden wird eine merkwürdige Eigenschaft des Potentials auf 
einem von den bisherigen verschiedenen Wege hergeleitet werden. 

Man suche zuvörderst den Werth des dreifachen bestimmten Integrals 

—00 ' 

der oiFenbar bestimmt und endlich sein wird. Für fi = 0, i? = 0, w = 
ist allerdings das Element des Integrals oc, allein dieser Umstand verschwindet 
durch die Einführung von Polarcoordinaten für u, v, w. Betrachtet man 
nämlich u, v, w als rechtwinklige Coordinaten, und zieht durch den Anfang 
derselben eine Linie, so dafs die Cosinus der Winkel, welche sie mit den Axen 

bildet resp. ^^, ^^, ^^ sind, wo r = ]/i{x-af-{{y — by-\-{z-cf} 

ist, so bildet dieselbe mit dem Radiusvector (> = y'(fi^-|-t?^-f w>^) einen Winkel 0^, 
der durch die Gleichung 

Q r ' ß r ' g r 
bestimmt wird; also ist 

()rcos& = u(x — a)'\-v{y — b)'\'tn{z — c). 
Nimmt man ferner diese Linie zur Axe von Polarcoordinaten an, so ist 
das Raum-Eieiiient gleicb tf^wi&dd^dipiif, wo rp den Winkel bedeutet, welchen 
die durch die angenommene Axe und durch den Radiusvector q gebeqde 

CreUe*8 Journal f. d. M. Bd. XLIX. Heft 4. 49 



368 20. Weingarten, zur Theorie des Potentials. 

Ebene, mit einer beliebigen festen Ebene bildet. Obiges Integral verwandelt 
sieb also in 

/y/cos {rp cos ^} sin ^ d& d\p rfp. 

Die Grenzen dieses Integrals sind, damit es wiederum den unendlichen 
Raum umfasse, und n in Bezug auf &, und 2/1 in Bezug auf \ft und 
und oo in Bezug auf q. 

Die Integration nach yj giebt: 

2n f ß cos{rQCOS&\sm&d&dQj 

ü 

welches sich durch Ausfahrung der Integration nach & in 

verwandelt. Nun ist / ^^^^^ dg ^= \n, folglich ergiebt sich 

r 
fOr den Werth des gesuchten Integrals. Man hat folglich: 

Bezeichnen x, y, z die Coordinalen eines Elements eines nach dem 
iWu^fonschen Gesetz anziehenden Körpers und a, h, c iXe Coordinaten des 
angezogenen Puncles, so ist bekanntlich das Potential des anziehenden Kör- 
pers in Bezug auf den angezogenen Punct: 

y r dm fdm 

JA{x—ay^{y^bY^(Z'^cy)—J r ' 

WO dm das zu den Coordinaten x, y, z gehörende Massen^Element bedeutet. 
Die Integration erstreckt sich aber die Masse des anziehenden Körpers. 

hl f{x,y,z) die Dichtigkeit des anziehenden Körpers im Puncto x, y, z, 
so ist dm=^f{x,y,z) dx, dy,.dz, also 

wobei sich die Integration auf das ganze Volumen des anziehenden Körpers 
bezieht. 
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Setzt man für — den oben gefundenen Wertb, und schreibt noch 

ÄTTs statt r-^. so erhalt man 

V *^ rrrrTT"'" n^.Y.^) cos[ii(^-a)+i;(r-A)+ic;(s-c)1 , . . , , , 
^=l^JjJJJJ^ '■ u'+.'+ic;' Uxdydzdudvdw. 

Hieraus folgt: 

rf'F , rf'F . d^V 
da^ + rfÄ* + rfc* 

"^ "" ^^ ]2n?JJjJjJ f^^^y^ *) ^^^[" (Jr— «)+*; (y— 6)+ii7 (s— c)] rfjr dy dz du dv dw. 

"-OO 

Nun ist aber das Integral 

die /^otirtVrsche Formel, und reducirt sich daher auf f(a,h,c)\ und zwar, 
da sich die Integration auf xyz über ein gewisses Volumen, nämlich über 
das des anziehenden Körpers erstreckt, nur fflr solche Werthe von a, b und c, 
die einen Punct innerhalb dieses Volumens bestimmen. Dagegen fOr Werthe 
von a, b und c, die einem Punct aupferhalb desselben angehören, wird das 
6fache bestimmte Integral Null; wie aus der Theorie der JPotiri^schen For- 
meln bekannt ist. 

f{a, b, c) bedeutet die Dichtigkeit im angezogenen Puncto. Bezeichnet 
man dieselbe durch D, so hat man: 

1) Falls der angezogene Punct im anziehenden Körper liegt: 

rf«F, rf»F , rf»F . ^ 

2) Falls derselbe aufserhalb des anziehenden Körpers liegt 

da* + db* » de* ~ "• 
Für Stetigkeits- Unterbrechungen der Function f{x,y,z) wflrde die erstere 
Formel dieselben Modificationen erleiden , wie die FoiirtVrsche Formel selbst. 
(Man vergl. die berühmte Abhandlung von Gaufs: Allgemeine Lehr- 
satze etc. in den Resultaten des magnetischen Vereins v. J. 1839.) 
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Druckfehler in diesem Bande. 
7 V. u. stall ^die Summe des Products" lies ^die Summe und das Product" 

O V. O. St. 9)^1 A^ • » » A ^= jtin • • • A^ /i| 1. 9)^1 Af • • • ^n *~~ Afi •• • ^t 1 

17 u. 19. V. 0. fallen die Worte „dies'* und „und" weg. 

7 V. u. statt „Das Product ... a^ , a^, ... £/„, On betrachtet, deren keine 
zwei aufeinander folgende vereinigt liegen), ist Null, wenn ..., deren An- 
griffspanct jr isl," lies „Das Product ... a^J a^, ... a„, a^, deren keine 
zwei aufeinander folgende vereinigt liegen, ist Null, wenn . . ., deren An- 
fangspunct x isl," 

5 V. 0. statt „In der Geraden" lies „in den Geraden" 



15 V. 0. lies „so' 



statt „also' 



9 V. u. 1. „und bedeutet jrSR" st. „und bedeutet 5R" 
5 V. 0. I. „In dem Producte Y{rA^)a kann man" 

Y(rA^a) kann man" 
13 V. 0. I. „r-4,a = röjaa" st. j^rA^a^r^aa^^ 
13 V. o. I. „i4 = cÄ" St. „ii = c" 
8 V. u. I. ji'^yc'^ st. y=cyc'*^ 



st. „In dem Producte 



— 50 — 

— 51 — 

— 54 — 

— 55 — 12 V. u. I. „einen beliebigen' Punct A," st. „einen beliebigen Puncl «," 

11 V» u. I. „eine beliebige Ebene a," st. „eine beliebige Ebene a," 

10 V. u* L „fortschreitend mit A," st „fortschreitend mit «,' 



56 — 



59 
60 
63 



4 V. u. 1. „Ihr Durchschnitlspunct sei A, ," st. „Ihr Durchschnitlspunct sei a, ," 

8 V. u. L „fortschreitend mit A^" st. „fortschreitend mit o," 

9 V. 0. 1. ^=(a, ,&,,Cj,öjA.a,*,a,a^a" st. ,,= K,&, ,fj ,ö,)o,a,a,a,a^a" 

12 V. 0. 1. „zuerst durch den Punct A," st. „zuerst durch den Punct a^^^ 

13 V. ü. I. „durch den Punct A," st. „durch den Punct ö," 

13 V. o. I. „gemeinsame Punct der Gleichung (1.)" st. „gemeinsame Punct (1.)" 
6 V. 0. 1. „<p, ^(jPTT/Jfta«," st. „y = yyc/SÄaö," 
12 V. 0. I. „wurde" st. „werde" 
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